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على الرغم من توفر العديد من الكتب ب ماذة الرياضيات إلا أن أغلبها باللغة 
الإنكليزية مما يعني افتقار المكتبات ل الجامناي العربية إلى كثب ب الرياضيات 
وباللفة العربية. وإن توفرت بعض من المراجع بك اللفة المربية فمفظمها تفتقر إلى 
اللمصطاحات الإنكليزية وقد تستيخدم بعضها الرمنوذ العربية أيضاً. كما وأن أغلب 
الكتب المتوفرة سواءٌ كانت بائللغة العربية أو الإنكزية تمتبز نوعاً ما متخصضصة؛ 
بمعنى أن الكتب قد کو ی ب الرياضيات مثلا التفاضل والتكامل. 
وكذلك هإن أغلب هذه المراجع تفتقر التطبيقات الفماية للك المفاهيم الرياضية: 
هذا الأمر حدى بالمؤلفين التفكير ي وضع كتا ب مادة الرياضيات لتلا 
الصعوبات بك استخدام المراجع الرياضية. 

هذا الكتاب يوقر المادة باللفتين المربية والإنكيزية. أي أن جميع المفردات. 
والخطوات عرضت باللغتين. كما وأن الأمثظة والتطبیقات استخدمت فيها 'الزموز 
الإنكليزية. ا 

كذلك فإن الكتاب يعرض,» وبشكل واضرء أكثر من موضوع ي الرياضيات. فهناف 
فصل عن المصفوقات وفصل عن الدوال وتطبيقاتها وفطیل عن التفاضل وفصل آخر 
عن التكامل إضافة للعديد من الفصول الأخرى المختلفة وذلك بغية التعرف على 
المفاهيم الرياضية المتنوعة. 

وتضمن الكتاب كذلك المديد من الأمثلة فیا التطبيقات الإدارية 
والاقتصادية والتي تعتبر النافذة لالام بأهمية المفا ميم الرياضية 4 الحياة العملية 
واستخداماتها. ا 

وبذلك فإن هذا الكتاب بعتبر مرجعاً اماما راسيا للكثير من المغفاهيم الرياضية 


: 


ہے ایل ۰ کا 


الواجب التعرف عليها ودراستها من قبل الراغبين ك استخدامها وكذلاف 
اة اللدين يد رسون هذه المادة كمتطلب بے اختصاصاتهم» وعلى وجه 
الخصوص طلبة الإدارة والاقتصاد. 
ولقد تم وضع الكتاب ليكون مرجعاً مهماً ومقرراً لتدريس مادة الرياضيات 
بے كلية العلوم الإدارية والمالية ب جامعة عمان الأهلية وكذلك بإ كليات العلوم 
الإدارية والمالية ب4 بقية الجامعات. آملين أن يكون هذا الكتاب لبنة إضافية 
مفيدة للتد ريس ب الجامعات العربية وأن يلقى القبول من الجميع. 


وفقنا الله جميعاً لخدمة العلم 


الؤلغين 


1-2 الأعداد الحقيقية 
1 
1-3 النسب (الكسور) 


ا 
1 


1-5 العمليات الجبارية 
6االعوامل ‏ | 


أسثلة الفصل الأول 


1 
ا 


مر ج ال كبر 
Review of Algebra‏ 
1-1 مقدمة Introduction‏ 

سيتم في هذا الفصل إعطاء مقدمة للعمليات الجبرية Review on Algebraic‏ 
5م والتي تعتبر محاولة لمرأجعة المهارات الرياضية للطلبة 
Mathematica! Ski‏ عن طريق التعرف على الأعداد 1 بالطريقة التي 
تميز تسمياتها وأنواعها المختفة ولم زط1 وتعريفاتها الواضحة ها1 
Definitions‏ والرموز sامطصر؟‏ المستخدمة لدراستها وكذلك جميع المفاهيم 
Concepts‏ المتعلقة بها والعمليات الجبرية كدناةإمم0 عنهإطمعاA‏ الممكن 
استخدامها موضحين العلاقات داع۸ والتظريات وعاإمعط٣‏ الخاصة بكل منها. 
وكذلك سسيتم حل كثير من الأمثلة ءام«ة×E‏ وسيحتوي الفصل في نهايته على 
کٹیر من الأسئلة عون .Exe‏ 

سيتضممن الفصل عدة مباحث وهي المبحث 1-2 الأعداد الحقيقية إهءR‏ 
Numbers‏ و المبحث 1-3 النسب (الكسور) (ئو0ناة۴) .Rai0s‏ المبحث 1-4 
الأسس sادعدمم»E‏ والمبحث 1-5 العمليات الجبرية «Algebraic Operations‏ أما 
المبحث الأخير 1-6 فهو العوامل وهاءه۴. 


:Real Numbers الأعداد الحقيقية‎ 12 


لإعطاء وصف وتعريف واضح للأعداد الحقيقية sإعطصن× R۸‏ علينا 
السبدء بتعريف ووصف أبسط وأسهل أنواع الأعداد المتعارف عليها وهي الأعداد 
الطبيعية. 


We will strat with the simplest numbers which are called the 
Natural numbers, and they are the following numbers 


1,2,24, ... 


| الرياضيات وتطبيق انوا في العو م الردارية والاتتصادية 5 E‏ 4 


وببسساطة فإن معنى الأعداد الطبيعية واضح في أنه يمتل الأعداد الصحيحة 
موجبة والتي تكون قيمها أكبر من صفر (أو تسمى أرقام العد والتي تستخدم في 
iie integers greater than zero (3a‏ وكذلك يمكن ملاحظة أن عمليتي 
جمع «دنازلهه والضرب «هناوامناإه للأعداد الطبيعية يعطي نتائج هي أيضاً 
عداد طبيعية. 


Addition and multiplication for Naturals numbers are also Natura 
nunabers. 


ملا 4 = 3 + 1 وكذلك 3=( (1) 


أ عن عملية الطرح ٥اءهء)ط»8‏ فإن النتائج لا تعطى دائماً أعداد طبيعية 
Subtraction for Naturals numbers are not always Natural numbers‏ 

فمقلاً 2- = 3 - 1. لذلك علينا التعرف على أعداد أخرى أكبر وأوسع من 
عنى الأعداد الطبيعية وهناك الأعداد الصحيحة .Integer Numbers‏ 


We notice that the Integer Numbers are the following numbers 
4,3,2, 1,0,1, 4... 
والتسي يتضسح أنها تعني جميع الأعداد الطبيعية وكذلك مماثلاتها من القيم‎ 
سالبة وأيضاً قيمة الصفر.‎ 


We notice that Integer Numbers are all positive and negativı 
numbers and also the zero value. 


ويلاحظ أيضاً بأن جمع وطرح وضرب الأعداد الصحيحة يعطي أعداد 


سحيحه. 


Addition, subtraction, and multiplication for Integer numbers arı 
also Integer numbers. 


مثا 4 = 3+ 1 » 2- = 1-3 وكذك 3 - (3) (1) وجميعها أعداد 


سحیحه, 


مراجعة في الجبر_: 
أُما عن القسمة «دنوبزل قإن النتائج لا تمثل أعداد صحيحة دائما وأحيانا 
تكون الأعداد غير صحيحة. 
Division for Integer numbers are not always an Integer numbers.‏ 
مثا = 3+ 1 وبالتالي علينا التعرف على أعداد جديدة تسمى الأعداد 
النسبية sإع‏ اسه 01اه R‏ والتي تعرض بشكل نسب. 


Rational numbers which are formed by taking ratios of Integers of 


the form „ b# 0 where a and b are Integers. 


ومن أمظة الأعداد النسبية: 


ر 
1 
٤‏ 


وغيرها من أشكال قسمة عددين صحيحين وبشرط عدم القسمة على صفر 
لأن ذلك يعطي نتائج غير معرغة .Undefined Results‏ 
ويلاحظ هنا بأن بعض تتاتج القسمة تمثل أعداد صحيحة مثل = 3 وذلك 


يعني أن الأعداد الصحيحة هي أعداد نسبية وليس العكس صحيح. 


Some of the results of the divisions are integers which means that 
all integers are Rational numbers but not vise versa. 


أما بعض نتائج الفسمة الأخرى فلا تمثل أعداد صحيحة بل يطلق عليها اسم 
الأعداد النسبية عامة واسم الكسور ٥نامه۲؟‏ إذا كان البسط umet‏ أل 1es‏ 
an‏ من المقام Denominator‏ ومن أمثلة ذلك: 


ےہ وف و کے ,کے 
٣3‏ و ٠‏ ۾ .و وغرهاء 


أما الأعداد التي لا يمكن كتابتها بشكل نسبة فتسمى الأعداد الغير نسبية 
ling Irrational numbers‏ 2 « 7 » 7 وغيرها مع أنها بصورة عامة قليلة 
مقارنة مع ما تكونه الأعداد النسبية. 


الرياضهات 


ليرا قإن الأعداد الحقيقية مامه !ء۸ هي عبارة عن جميع الأعداد 

النسبية وبضمنها الأعداد الطبيعية والصحيحة وكذلك على جميع الأعداد الغير 
Both Rational and Irrational Numbers comprise the Real numbers‏ 

(division by zero is not defined). 

تتميز الأعداد النسبية والغير نسبية عن بعضها بطريقة عرضها عند إيجاد 

ناتج القسمة بالشكل العشري 1ه«صiءل»‏ حيث أن الأعداد النسبية هي الأعداد 

رظ 
العشرية المنتهية 4۵نص۲ه۲ أو تلك التي تكون شكل دوري nںpatte Repeating‏ 
أما غيرها فهي عبارة عن أعداد غير تة فم 


٣ 25 Rational number 
7 : 
چ‎ = 5 Rational number 
4 2 
= 3 Rational number 
ب‎ 027277 Rational number 


N2 = 6 Irrational number 


r = 38 Irrational number 


وقبل الانثقال لتعريف مفهوم آخر علينا القول بأن الأعداد الحقيقية هي ليست 
منتهسى الأعداد فهناك نطاق أوسع من الأعداد والذي يسمى بالأعداد المركبة 
Numbers‏ exاC0mp‏ والتسي نستطيع من خلالها حل جميع أشكال المعادلات 
التربيعية م0 نا Eu‏ اھ لھں والتي لا یوجد لھا حل ہoنځں1اه؟ N0 R41‏ مثل: 
1- = 

الأعسداد المركبة Complex Numbers‏ هي الأعداد الي تأحذ الشكل العام 


التالي 


Complex Numbers have the following general form a + bi , 
where a , b are Real numbers and i = N -1. 


2 E 
ومن أمثظة هذه الأعداد 4 › ج 711 4+31 + 2-5 وغيرها‎ 


ويلاحظ بان بعض الأعداد المركبة هي أعداد حقيقية. 
We natice that Reals are complex numbers.‏ 
متل 4 ؛ ج أما بعضها الآخر فيسمى الأعداد الخيالية را" ”.1 


Numb‏ متل 1 » 71. وأن الأعداد المركبة هي جميع الأعداد الحقيقية وجميع 
الأعداد الخيالية (الغير حقيقية). 


Both Real and Immaginary Numbers together comprise the 
complex numbers. 


الأعداد الحقيقية ءاسسم اه8 والتي يرمز لها بالرمز # هي جميع القيم 
التي تبدا بأصغر قيمة ممكئة ويرمز لها بالرمز ٠١‏ وئنتهي بأكبر قيمة ممكنة 
ويرمز لها بالرمز +٠١‏ وبالتالي فإن الأعداد الحقيقية لها المعاني التالية: 
Meaning of %:‏ 
1- الأعداد الحقيقية % هي عبارة عن فترة 1ه۷ءام! من القيم تبدأً بالقيمة 


٥‏ وثنتهي بالقيمة +٥٥‏ وتکثب بالشکل +٥(‏ , ٥٥۔)‏ = 9 وسیتم تعريف 
الفتر ات واةراع؛ "1 ومناقشتها لاحقاً. 
Real numbers ate called the interval of Real numbers.‏ 
2- الأعداد الحقيقية # يطلق عليها اسم مجموعة الأعداد الحقيقية. 
Real numbers are called the set of Real Numbers.‏ 
وهذا المفهوم المجموعة ٤ء‏ سیتم مناقشته وتعريفه لاحقا. 
3- الأعداد الحقيقية % نمثل خط ٥دا‏ من القيم الحقيقية ويسمى هذا الخط 
بالخط الكارتيزي ١١1ا‏ ١ة«زلإ0هء‏ أو يسمى بالإحداثي السيني كنجه-×. 
Real numbers are called the coordinate line of real numbers‏ 


starting from -eo and ending with +e containing zero, which 
can be presented as the following 


IDI 


هذا الإحداثي السيني يستخدم بشكل واسع لرسم النقاط والأشكال المختلفة 
وسيتم مناقشة ذلك وبالتفصيل لاحقاً. 
أما عن خصائص الأعداد llحgقqة Properties of Real Numbers‏ فھي: 


1- Commutative property الخاصية التبادلية‎ 
Ifa , b are real numbers, then: 
a+b=b+a , ab=ba 


for example: 1+3=3+1=3 
1 + )-3( = )-3( + 1 = -2 
() @3)= 3) 4) =3 


2- Associative property الخاصية التشاركية‎ 


Ifa , b, and c, are real numbers, then: 
(a+ b) +c = a+ (b + cC) (a b) c = a (b c) 


for example: (2+3) +4=2+ (3 +4 =9 
2.3.4=2.3).44 


3- Distributive property الخاصية التوزيعية‎ 
Ifa, b, and c are real numbers, then: 
a(b+c)=ab+ac , (b+c)a=ba+tca 


for example: 2 (3 + 4) = (2) (3) + (2) (4) = 14 


4- Identity elements: 
if a is real number, then: 
a+0=a a.l=a 


it is abvious that if we add any real nurmber to zero we get the same 
number, and also if we multiply any real number by one we get same 
number, 


5. Inverse property الخاصية العكسية‎ 
If a is a real number, then -a is called the negative of a , also the 
reciprocal of a is a" and we have: 
a+(-a=0 , a. =1 


for example: if a =3 then -a = -3 and a = 
and we have 


3+(-3)=3-3=0 and 3. 


س | یں 


6- Order property خاصية الترتيب‎ 
if a, b are real numbers, and b — a is positive, then b ~ a > 0 which 
means that b > a or a < b. 
We will state some theorems (without proof) for ordering 
properties as follows: 
a) if a < b and b <c , then a <c 
for example: 1 < 2 and 2 < 3 then 1 < 3 


bDIfa<b, then a+c<b+c 
also a-c<b-c 
for example: 2 < 3 , then 2 + 1 < 3 + 1 since 3 <4 
also 2<3 ,then 2—1 < 3-1 since 1] <2 


c(Ifa<b, then ac <b cif c positive , and c #0 
also a c > b c if c negative , and c # 0 
for example: 2 < 3 , then (2) (2) < (3) (2) since 4 < 6 
but, if 2 < 3 „ then (2) (2) > (3) (-2) since —4 > -6 


MDIfa<bandc<d, then a +e <b +d 
for example: if 1 < 2 and 3 < 4 , then 1 + 3 < 2 + 4 since 4 < 6 


e) If a and b are both positive or both negative, and 


ifthe 
ad b 


for example: if 2 < 3 , then 2 > 


1 


and if -3 < -2 , then E 
2 3 


في نهاية هذا المبحث سبتم عرض بعض الأمظة للتعامل مع الأعداد بكافة 
تسمياتها مستخدمين العمليات الجبرية المناسبة لكل منها مراعين الخصائص السابق 
ذکرها وکالاآتي: 


را مثا 1 


:Simplify the following ةqلül بسط المقادیر‎ 
a) 5+4=9 
b)5-4=+1 
(4+ 5=9 
d4-5=-1 
e) )5( )4( = 0 
£ )4( )5( = 0 
g( )5( 4 = 0 
زط‎ )-5( )4( = -0 
i) C4) C5) = 0 


1 
j)1+3= 
j) 
3+1=3 


مثال 2 


:Simplify the following ةıلliل بسط المغادیر‎ 


aAxXx+3x=4x 
b)3x+x=4xX 
C)(X-3Xx=-2X 
QD3x-x=2x 
e) )»( )3 ×) =3 × 


GN =3 


€ 
Nx? 3x=— = 
3x 


| دت 


34 
ax += =3 
JX 


ENÎ 
:Simplify the following ةıllتll بسط المقادير‎ 

2(3a+9a=6a+9a=15a 

b)4a+2(3a)=4a+6a= Oa 

cC) 3{(4a-8a=12a-8a=4a 

QD4a-2(3a)=4a-6a=-2a 

Wx+(Ox+4y=x+3x+4y=4x+4y 

xGx+4y =3 +4xy 

$ 4K+2y-32D=4x+8y- 12z 


را مثا 4 


‘Simplify the following ةيllتl بسط المقادیر‎ 


4 
=2 

2 
2 

5= ک (bط‏ 

4 

o 3 =5 
4 

d) £ =13333 
3 


1 
e) )4( 7 =1 


و 
D )4 7 =3‏ 


أ . 0 
ر 1-3 السب )اأکuور( :Ratios (Fractions)‏ 
لقد تم تعريف النسبةء وكما رأينا سابقاً على أنها الشكل ۽ حيٹ أن ۾ ء ظط 
عددان حقبقیان وأن #0 ط. 
The ratio is defined to be the quotient of the two real numbers ù‏ 
and b, where b ¥0.‏ 
وعندما یکون المقام b derominator‏ أكبر من البسط o۲ادرعسنام‏ ۾ عندئذ 
تُعرف الئسبة على أنها الکسر 0۸نا۴۲. 
When the numerator a is less than the denominator b, then the ratio‏ 


is called the fraction. 


ويمكن ملاحظة أن النسبة “ تكتب أيضاً بالشكل ٦ط‏ ۵ » حیٹ ن أ = “م 


ل 
b‏ 
والذي يسمی بالمعکوس 11۷6۲8. 


> is defined as the product of a and the inverse of b, i.e ٣ =ab. 

أا عن العمليات الجبرية الخاصة بهذا النوع من الأعداد فهي كالآتي؛ 
Multiplication of Fractions:‏ -1 

aC, Û aC 

= ر 


That is, the product of two fractions is obtained by the 
multiplication the two numerators divided by the multiplication of the 
two denominators. 


2- Division of Fractions: 
A OTR. d. _ad 
و‎ *( 2 Bc 


مرچ تي ٣چر‏ 


That is, the quotient of two fractions is obtained by multiplying the 
first fraction by the inverse of the second fraction. 


3- Cancellation of common factors: 


= , C#0 


That is, the fraction would be the same if the numerator and the 
denominator of the fraction is multiplied or divided by any nonzero 
number. 


4- Addition and Subtraction of Fractions: 


a b. a+b 

کس ل س 

CC ce 
similarly: 

E 

@ & € 


That is, if two fractions have a common denominator, they may be 
added (or subtracted) by adding (subtracting) their numerators. 

When, we have to add (or subtract) two fractions with different 
denominators, then we have to use a common denominator for both 
fractions. To keep the numbers as small as possible, we choose the 
smallest possible cornmon denominator which is called the least common 
denominator. 


2 cC 
That is,if 2 and 2 are two fractions, then: 


a. € _Qd cb _ ad Fcb 


bd bd bd bd 


ومع بساطة القوائين السابق ذكرها للتعامل مع الكسور والنسب بصورة عامة 


ولكن الأمثلة التي سيتم ذكرها في هذا المبحث ستكون شاملة وتتضمن كثير من 
التفاصسيل التي لا نستطيع رؤيتها من خلال القانون فحسب بل علينا التعامل مع 
المعطيات والتركيز على الصورة الصحيحة لها وسيتم ذلك كالآتي: 


"ترق انها قي علوم ادارب والاقت تاد 


7 | هنال 5 
ای جد د ناتج کل مما یlذي :Evaluate the following‏ 
8 _ )2)4 
~~ =( ۵ 
0D 21‏ 1 
CMA _ Bx‏ _ 214 


کے = ( کرک رط 
37y OY) 2y‏ 


4 2x, 4  )22()4( _ 8¥ 
cC) 2x) =) = ( 
Ty 1 e MO» 7y 


24 271. _ (200) _14 7 
d + > 8 E 
1 و‎ 3 1 GM 12 6 
2 4 7y 20y) _ 14y _ 7Y 
3 qy 0 i (3(4) 12 6 
درگ‎ 2# E _ 14y _ 77× _ 7 
2 ٣ n = کے‎ 
9 (22) ک‎ ) =) 1 (+ E 4 2 5 


4 2x 4-1 (40) 4 2 
ا = چ = (×2) چ‎ e ت‎ 
8 و‎ 7 ( 1 Gy 2x (Fy)2x*) 14xy 7xy 


ے2 =( = 1= “٦ت‏ د 
J y EE:‏ 


OTT 


استنتج قيمة المقدار الذي تم استخدامه للعلاقات التالية: 


a) ج‎ (multiplying by common factor: 3) 
رد ل‎ 
2 4_6_ -8 
مک س(‎ multiplying by common factor: 2, 3, -4 
E (multiplying by 
2 
c( 2 ت‎ E (multiplying by common factor; 3X) 
2 


:Simplify the following بسط المقادير تة‎ 


لأجسل تبسيط المقدار 48 مقسوماً على 84 يجب علينا أولاً أن نكتب 
المقدارين بعواملهم الأولية ومن ثم نحذف العوامل المشتركة من البسط والمقام 
ونجد الناتج كالآتي: 


48 _222.24 _ 22 
84 2287 7 


2¥ ے29 6y 24K.‏ 
27y 233 335 9x‏ 
باستخدام نفس الأسلوب أعلاه وتحليل البسط والمقام لعواملهم وحذف العوامل 
المشتركة 
2Ixy+4 _ x%‏ 


c( yr 4y (yJ +4 4 0( 


وبنفس الأسلوب السابق العامل المشترك هو (4 + لو) 2 مع إضافة شرط أن 
هذا العامل المشترك لا يساوي صفراً. 


ا شال 8 


اوجد ناتج کل مما يلي :Evaluate the following‏ 
10_50_15 5 
A.E 11 11‏ 


3x 3, 3, 3 


:Simplify the following بسط کل مما يلي‎ 
a) 3,1 
6 


يجب علينا في البداية توحيد المقام ليكون المقدار 
نفسه وسنستخدم 6 ليكون المقام الموحدء وذلك يعني علينا ضرب الحد الثاني وهو 
(2)( _ 2 


في المقدار 2 لكل من البسط والمقام ليصبح رھ = ج ومن ٹم یتم جمعه مع 


4 5 
لإيجاد ناتج جمع چ 


المقدار الأول ليكون الناتج: 
7 5+2 _2 ,3 5ے 0 1_5 5 
6 6 6 6 )2 6 3 6 


5_1_5 MM _5_1_5-1_4 


DE36 OO 6 6 6 6‏ 
باستخدام نفس الأسلوب السابق لتوحيد المقاماث. 
3ک ے 35+18 ے 18 , 25 _ 06 , 02 ۔ 3د ری 
OD OO 42 4 42 42‏ 67 
7 _ 35-18 ے 18_ 35 ے 6 _ 0D‏ 3ک ری 
OO 42 42 42 42‏ © 67 


۷ مثا 10 


:Simplify of folowing سط المقدار الثالي‎ 


مثال 11 


مراجعة قي الجیي_ 


لإيجاد ناتج القسمة علينا أولاً إيجاد ناتج البسط كما يلي: 


1 4+1 5 


2,112,141 U 
36 G0) 6 6 6 6 6 


وكذلك علينا إيجاد ناتج المقام كما يلي: 


1 5 )(2(_5_2_ 5_2-5 _-3 


36 O 6 6 6 6 6 


3 
EE Sa E 
-3 = 0 3 
6 
:Simplify the following يسط المقدار التالي‎ 
ت‎ 
3 
yJ 
ر5‎ 
2 3 


لإيجاد ناتج عملية القسمة علينا أولاً إيجاد ناتج البسط ليكون: 


4 2x 7x* 2x _ )7*()3( _2¥ 21-2 _ 19x 
3 3 (DG) 3 3 3 


وكذلك علينا إيجاد ناتج المقام ليكون: 


1 3 OO 4 373. 34 3 


وأخيراً علينا قسمة ناتج البسط على ناتج المقام ليصبح لدينا: 


+: Exponents wl! 1-4 


إذا کان ٣‏ عدد صحیح موجب عع¡ م۷۵آازومم فن "2 (وتقراً ۾ للقوة أو 
الاس )he power mı (m‏ 0ا ¡s raised‏ ۾ تعرف على أنها حاصل ضرب العدد ۾ في 
لفسه بمقدار ص من المرات. 
That is,‏ 


(ص من المرات) 4 ...4.4.4="ه 


for example: 


وهنا نطلق اسم القوة أو الاس ۲٤ہ‏ ہم×ء ٣ہ‏ مس٥٥‏ للرمز ص ونطاق اسم 
الأساس عوط للرمز ه 
Definition:‏ 
If a0 , then 2° = 1 , and if m is any positive integer (so that —m is‏ 
a negativè integer), then:‏ 
a= —‏ 
gq"‏ 


for example: 
=1, =1, =1, 0ل‎ 


1 1 -[1 


= س = ا کک 
md CA <° TS 7‏ 


:Exponent Properties sl ما عن خصائص‎ 


1) a” . a" = a™™", except that if either m or n is negative, then a # 0. 
That is, to multiply two powers with the same base we can acld the 
two exponents: 


nm 


2 2a" , a#0 


n 


That is, to divide one power by another with the same base, 
subtract the exponent in the denominator from the exponent in the 
numerator. 


3) (a) =a" ,  a#¢#0 ifmorn is negative or zero 


That is, a power raised to a power is equal to the base raised to the 
product of the two exponents. 


4) (ab)" =a" b" , ab#Oifms0 
That is, the product of two numbers all raised to the mth power is 
equal to the product of the mth powers of the two numbers. 


,  b*0 and a*0 f mSO0 


That is, the quotient of two numbers all raised to the mth power is 
equal to the quotient of the mth powers of the two numbers. 


الأمثلة التالية تمثل الحالات المخئلفة للتعامل مع الأسس ومن خلال استخدام 
الخصائص التي تم ذكرها أعلاه كالآتي: 
WT‏ 
ےس 
آوجد ناتج ما یذي :Evaluate the following‏ 
3 ڪ 352 ت 32 کو a)‏ 
ےک کی (ط 
EE a‏ 


3 -. 
ےم = آم .ی d)‏ 


و جد ناتج ما یiذي :Bvaluate the following‏ 


ر = ر = (ط 

۳ 

3 
©) 7 3 £ 

2 3 
کے کر d) : x‏ 
۷ مثال 14 
أوجد ناتج ما ئي :Evaluate the following‏ 

a( )3 = 3 = 
(ط‎ ) = × = × 


c) دږ ج )( ر‎ ۴ ×23 ×0 x5 ت‎ x06 کے‎ x 


۷ مثال 15 


اوجد اتج ما يلي e :Evaluate the following‏ 
3. 2= 2.3 = 6 (ھ 


b) (xy =x y? 
۴ & XxX 
5 6 ك رر‎ (2 .(y 34 E, y 34 چ‎ y ے12‎ 3 


با شال 16 


:Simplify the following ةıulall ااب المقادير‎ 


بسط المقدار التذي Simplify the following‏ 
ررر + ہیں 
xy‏ 
يلاحظ أن المقدار أعلاه هو حاصل ضرب حدين ولإيجاد ذلك علينا إيجاد 
قيمة الحد الأول أولاً كالآني: 


درک ہے ے درل ہل ے رار + یں 
ر« رد x‏ 
Pa‏ 
3 = 2 ك 
xy xX+I‏ 


ومن ثم ضربه بالحد الثاني ليصبح الناتج: 


x+y 


لے و 


Algebraic Operations ãي العمليات الجبري‎ 15| 


ميتم في هذا المبحث تطبيق العمليات الرياضية السابق ذكرها في المباحث 


السابقة باستخدام المقادير الجبرية ۸sماووءام×ع‏ منوإطاءعاهء حيث أن المقدار 
الجبري مثل 3+× أو 5+×4-×2 وغيرها هو عبارة عن عدد من الحدود وصعا 


Algebraic Expression is a statement or quantity consisting of one 
or more terms, for example x+3 has two terms, while 2x*-4x+5 has three 
terms, and so on. 

In the term 2x? , the factor 2 is called the numerical coefficient and 
the factor x is called the literal part of this term. The term 5 has no literal 
part and is called a constant term. 


An expression containing only one term is called Monomial such 


38:25,35,» , ahd xy. 
4 


An expression containing exactly two terms is called Binomial 


such as x+3 , قږ2- ےو‎ , a 3+. 
ر‎ 


اتا في اللوم الردارية والاقتصادية _ EES‏ 


And an expression containing exactly three term is called 


Trinomial such as 2x? — 4x + 5 and 3% + ي‎ 4. 


In general, an algebraic expression containing more than one term 
is called Multinomial. 


ستقوم أولاً باستعراض بعض من العلاقات التي تساعدنا لتطبيق العمليات 
الجبرية على المقادير الجبرية كالآتي: 


Algebraic operations on algebraic expressions when a and b are 
real numbers are: 


Da (x+y) = ax + ay 

2) (x + a) (x + b) = x + ax + bx + ab = x + (a + b) x + ab 
3) )x + a) (x - و × = ۾ ¬ جھ - ۾ + × = (ھ‎ 

4) (« + a)” = (x + a) (x + a) = x + 2 ax + a 

5) ( - a) = (x - a) (x - a) = x - 2 ax + a 


arb _ 
ce 


50 2 
1 


والآن سوف نقوم بعرض مجموعة من الأمثلة والتي من خلالها سيتم تطبيق 
العمليات السابق ذكرها من جمع وطرح وضرب وقسمة المقادير الجبرية كالآتي: 


:Find the value for the following ةıllتl أو جد ناتج العمٹیاٽ‎ 
a 4x+5x=(4+5)x=9x 
bJ4a+2a-3a= (4+2-3)a=3a 


5 2# Xx - 2&(+ ر(‎ = 2+ ( = 3x 
ل‎ 2 3 ¥ 7F 


اوجد اتج کل مما يلي :Evaluate the foliowig‏ 

xy + 6 ¥ (‏ 5 - × 3) + (1 + ر 3+ x‏ 2- × 7 (ھ 

= 7 x + 3% -2 xy - 5 xy +3 +6 +1 

= (7 +3( x» - )2 + 5( xy + (3 + 6y +1 

xy +9 +1‏ 10-7 = 
( 6 + × 5 - × 3) - (1 + ر 3+ × 2 - × 7) (ط 

=7 x - 3% - 2 xy + 5 xy +3 7-6 +1 

= )7 -3( × + )-2 + 5( xy + 3 - 6y +1 

= 4x +3 xy -3 +1 


:Evaluate the following اوجد ناتج کل مما يلي‎ 
a2 (x-3y +7 xy) =2 x- 6y + 14 xy 
b( xy (x + 2 xy + 3 y7) = xy . x + xy . 2 xy + xy . 3y 


“× 3 + و × 2 + ر × = 


و جد ناتج کل مما في :Evaluate the following‏ 


a) )» + 3( )y - 2( = x )y -2( +3 )y-2( 
=Xy-2x+3y-6 
b) 2x - 3) (3 x + 2 x -5( =2 x (3 x + 2× -5( - 3 )3 x +2 × -5( 
=2«.3x% +2۸.2x+2 x (5)-3. 3% - 3.2 ×+ )-3( )-5( 
= 6x +4x -10x-9x -6x+15 
= 6K + 4x? -9 x -.10x-6x +15 
= 6 x + )4-9( x + 10-6) × + 15 
= 6x 5X» -16 ×+ 15 


:Simplify the following بسط المقدار التالي‎ 
2]3 x (4-2 x) [ +7 ] )x-3( )» + 2( -3[ 

لإيجاد الناتج لدينا: 
2[3x.4-3x.2 x] +7 [x (x +2)- 3 (x +2) -3[‏ 
=2[12x-6%]+7[]x +2 x-3 x-6-3[‏ 
(9- × - ») 7 + (× 6 - × 2)12 = 
=24x-12x%7 +7 x -7x-9‏ 
+17x-9‏ 5% = 


:Evaluate the folowing اوجد تاتج کل مما في‎ 
a) (x +3) = (x +3) (x +3) =%? + 3K +3 xX +9 = + 6x +9 
b) ر کے ج پرا پرا و (- 2 = ري‎ - 
٥( )2 × -5( )2 x + 5( = )2 × )5(* = 4 ×25 
d) G ×-2 y( )3 x +2 y( = )3 ×” - 2y" =9 × -4 


e) (N2 + 3)(N2 )3ہ‎ = (2) - (3) = 2-3 = -1 


و ر4 ×2 ”ر4 2x+‏ 
2+ = چ سس 
EES‏ 
2 37+ 6 _ 32+ 6 
x 1‏ 


8) = 6x +32 2y 


أما عن القسمة في حالة كون البسط مقدار جبري مقسوماً على مقدار جبري 
آخر يمثل المقام فإن القسمة الطويلة هي المناسبة في هذه الحالة وذلك لأن تجزئة 
حدود البسط وقسمتها على المقام والتي كانت واضحة في العلاقة (6) السابقة والتي 


٠ ا مراجعة في الجبر‎ E 
8 ¥ 
تم تطبيفها في الفرعين (6) و(ع) من المثال السابق لم تعد مناسبة ولا تكفي‎ 
بالغرض المطلوب لإيجاد الناتج لعملية تلك القسمة.‎ 
For the division of two algebraic expressions then long division 
would be the appropriate way if there are no common factor between the 
numerator (dividend) and the denominator (divisor). 
وفي هذه الحالة علينا استخدام القسمة الطويلة حيث أن البسط يسمى المقسوم‎ 
.Quotiِenı† المقام فيسمى المقسوم عليه إموزز وأن الناتج پسمی‎ lÎ «Dividend 
وإن كانت القسمة الطويلة غير منتهية فهناك ما يسمى بالباقي ءل نوه٠۸ وأخيراً‎ 
فإن ناتج الفسمة بتمثل بالعلاقة التالية:‎ 
Dividend Remainder 


Quotient 1‏ = س 
Divisor Divisor‏ 


وسيتم توضيح معنى القسمة الطويلة بالأمثلة التالية: 


:Evaluate the following ıذ‎ lH أوجد ناتج‎ ٠. 


a) 245 + 5‏ 
وباتباع طريقة القسمة الطويلة لدينا: 

49 4-— انات‎ Quotient 

Divisor المشسو ي 245| 5 ڪس المقسوم عليه‎ Dividend 


0 الباق‎ Remainder 


وبالتالي فإن الجواب هو: 


وباتباع طريقة القسمة الطويلة لدينا: 


72 
218 |3 
21 
08 
6 
2 
وبالتالي فإن الجواب هو: 
72+2 8 
3 3 


ويمکن سمة < ليکون 0.6666 وبالتالي فٳِن الجواب النهائي سيكون: 


72.6666 = ع 


أو جد ناتج ما ذı :Evaluate the following‏ 


a) 5 × + 6( + )-2(‏ 
وباتباع طريقة القسمة الطويلة لدينا: 


x-3 4-—— الناتے‎ Quotient 


Divisor المقور 4 6+×5- × | 2× ج المقسوم عليه‎ Dividend 
X7 - 2x 
-3x+6 
-3x+6 
0 4 الياق¥‎ Remainder 


ويمكن كتابة ناتج القسمة كالآتي: 


(5x +6) + (x-2)= x3 


2 
2 -5×+6 وم‎ 
xX-2 
b) 2X ~3 x +4 x + 6) + (2x +1) 
وباتباع طريقة القسمة الطويلة لدينا:‎ 
xX -2x+3 


2x+1 [2x -3x+4x+6 
2 
-4x“ +4 x 
-4% -2 
6x+6 
6X+3 
3 


وبالتالي فإن الجواب هو: 


27 -3x%+4x+6 ۾‎ 3 
سد‎ = 2131 
2+1 2x+1 


كما ويلاحظ ويالرجوع إلى المثال (23) السابق الفرع (ه) والذي كان فيه 
حاصل القسمة حك مساوياً إلى 49ء فإن من الواضح هو أن (49()5) مساويً إلى 
5 بمعنى أن (49()5) = 245 . وكذلك ومن المثال (24) السابق الفرع (ة) نجد 
آن: 

x» -5 x +6 =)» -2( )»-3( 

وهذا ما يسمى بالتحليل ع«اإهامه؟ والذي سيتم شرحه وبالتفصيل في المبحث 

القادم. 
16l,‏ الحوا امل :Factors‏ 

إذا كان حاصل ضرب العددين 1 , طا هو ء فذلك يعني أن ا . ۾ = ٠‏ وبالتالي 

يسمى العددان هج , طا بعوامل sإماءه؟‏ للعدد ›. 


If the product a b is equal to c. That is, e = a b then, a and b are 
said to be the factors of Cc. 


ويعني ذلك أيضاً أن العدد ۾ يعتبر عامل من عوامل العدد ء إذا كان العدد > 
يقسبل القسمة علسى العدد ۾ بدون باقي» وكما تم ملاحظة ذلك من بعض الأمتلة 
لعمليات القسمة سابقاً. 


a is said to be factor of c if c can be divided by a without a 
remainder. 


For example: 2 and 3 are the factors for 6, since (2) (3) = 6 


also we notice that 6 * 2 = 3 and 6 + 3 =2 


وبنفس الأسلوب يمكن الحديث عن عوامل المقادير الجبريةء حيث أنه إذا 
كان أحد المقادير الجبرية يمثل حاصل ضرب مقدارين جبريين آخرين أو أكثر فإن 
تلك المقادير الجبرية تمثل عوامل المقدار الجبري الأصلي. 


Similarly, if two (or more) algebraic expressions are multiplied 
together, then these expressions are said to be factors of the expression 
obtained as their product. 


for example x y is the product of x times y, then x and y are said to 
be factors of x y. 


الطريقة المناسبة لكتابة المقدار بشكل حاصل ضرب عوامله تسمى التحليل 
إلى dlعو «Factoring Jal‏ 


The process of writing a given expression as the product of its 
factors is called factoring the expression. 


وكما تم التنويه إليه» يتضح أن عملية التحليل إلى العوامل عدناهاء۴ هي 
طريقة معاكسة لعملية ضرب الحدود oاعه؟‏ ۴ه «هناونامن)اMu‏ والتي تم شرحها 
سابقاًء وبالتالي فإن كثير من القوانين 1ن۸ والعلاقات المستخدمة في التحليل 
ستكون مسئنبطة من قوانين الضرب السايفة. وهذه العلاقات سيتم ذكرها في هذا 
المبحث كالآتي: 
The following are general methods for factoring:‏ 


ma‏ ا 8 مراجعة تی الجر 


1- Common Factors: 
ax+ bx = (a+ b) x 
2- Difference of two squares 
a - (ط + 4) (طا -ھ ) = طا‎ 
3- Sum or difference of two cubes: 
a + b= )a + b( (a - ab + b( 
a - b* = )a - b( )a + a b + (دط‎ 
4- Factoring a Quadratic form: 
x + p x + q „, where p and q are constants using the fact that: 
(x+ a) (x +b) = x + (a+ b)x +ab 
we need to find a and b such that their product is q and their sum is p. 


Therefore, the factoring process here is that if: 


x + p x + q = (x + a) (x + b) 
Then, p = a + b and q = a b 


5- Factoring a Quadratic form: 


mı x + px + q , where p , q and m are nonzero constants and m # 1 
orm #-1. 


Using the fact that: 
m x +p x + q = (x + a) (x + b) 
if p = a + b and q =a b 
وأخيسراً فإن عرض الطرق أعلاء لعملية التحليل من خلال الأمثلة الوافية‎ 
لأغلب الحالات المرادفة سيتم كالآئي:‎ 


j 


:Factor the following ةıلlتل ا عوأمل المقادیر‎ 
a) x + x = x (1 + x) 
b)y+3yx=xy (x+3 9% 
COx+3xy-2~3z2y=x(1 +3 y)—2(1 +3 y( 
= )1 + 3 y( )x-2( 
ويمكن ملاحظة أن الأسلوب المستخدم هنا هو إيجاد الحدود المشتركة‎ 


«common factors 


:Factor the following حلل المقادیر ية‎ 
a) x” -4 = )x-2( ) + 2( 


b( 9x” -25 = )3 x -5( )3 x + 5( 

والأسلوب المستخدم هنا هو تحليل الفرق بين مربعين»ء حيث أنه في الفرع 

(ه) الحد المربع الأول ”× ثم تطليله إلى الحدين × و × ء آما الحد المربع الثاني فهو 

4 والذي تم تحليله إلى الحدين 2 و 2. أما في الفرع (ط) فإن الحد المريع الأول 

×9 تم تحليله إلى الحدين × 3 و × 3 أما الحد المربع الثاني فهو 25 والذي ثم 
تحلیله إلى 5 و 5. 


:Factor the following حلل لل‎ 
a) x» +7 x + 6 = (x + 1) (x + 6) 
b( x + 5 x - 6 = )x- 1( )x + 6( 
o) x - 5x -6 = (x +1) (x -6( 


واضح في جميع هذه العمليات من التحليل أنه يجب علينا البحث عن عددين 
حاصلل ضسربهما 6 بحيث أن حاصل جمعهما 7 للفرع )a(‏ وحاصل طرحهما 5 
للفرعين (ط) و(ء). وذلك لا يمكن إلا باستخدام عملية تحليل العدد 6 إلى العاملين 6 
و1 وبالتالسي فإن اختيار الإشارة يتم بالتوافق بين إشارة حاصل الضرب وإشارة 
الجمع أو الطرح. 
e‏ 


r IY 
:Factor the following ıلlتلإ أكتب عوامل المقدار‎ 
%2 -7x+12 
لأجل تحلسيل المقدار أعلاه يجب إيجاد العددين ه و ط بحيث أن حاصل‎ 
ضربهما (12) وآن حاصل جمعهما (7-) وهنا يوجد لدينا عدة خيارات وهي:‎ 


a=l b= 12 a+b=13 
a= -1 b= -12 a+b =-13 
a=2 b=6 a+b=8 
a= -2 b=-6 a+b=-8 
a=3 b=4 gEFEST 
a= -3 b= -4 a+b=-7 


وبالتالي فإن التحليل المناسب هو: 
x 7x +12 = (x ~3) (x - 4)‏ 


:Factor the following حلل المقادیر تال‎ 


a) x" - 10 x + 24 = (x —- 6) (x- 4) 
b) x + 14 x + 24 = (x + 2) (x + 12) 


وهنا تم اعتماد نفس المبدا للتحليل الذي تم عمله في المثال (28) السابق. 


:Factor the following Jal gall حال إلى‎ 
a) 2x? -9x +4 = (2x - 1) (x - 4) 
b) 2x” -5x-3 = (2x + 1) (x -3( 
0) 3x +4 x-4 = (3 × -2( )x + 2( 


التركيز في عملية التحليل هنا في محاول إيجاد الحدان اللذان حاصل ضريهما هو 
4 وحاصل جمعهما هو .p‏ 

فسي الفرع (ه) الحدان هما 8- و1- بحيث أن حاصل ضربهما 8 
ومجموعهما 9-» وفي الفرع (ط) الحدان هما 6- و1 بحيث أن حاصل ضربهما 
6“ ومجمسوعهما 5-» أما في الفرع (ء) فالحدان هما 6 و 2~ بحيث أن حاصل 
ضربهما 12- ومجموعهما 4. 


جميع الأشكال أعلاه مشابهة للشكل التربيعي ي + × ص + × " وبالتالي تم 


:Factor the following Jal حلل إلى :غ‎ 
a) 2x +6 x +4 =2 (%? +3 x +2) 
=2) + 2( )x + 1( 


ئلاحظ هنا أن الحد المشترك هو 2 وعند استخراجه يتبقى لدينا شكل تربيعي 
يمكن إيجاد عوامله كما في الأمظة السابقة. 
b) 2x? -8x+ 8 =2 (? -4 x + 4)‏ 
(2-*) (2-») 2= 
(2-) 2 = 
كذلك نلاحظ هنا بان الحد المشترك هو 2 وعند استخراجه ينبقى لدينا شكل 
تربيعي ثم نقوم بتحلیله. 


aT TTT . 


J4 y-12xy~ 16y = 4y («% -3x- 4)‏ 
=4y(x+ 1) (x-4‏ 
هنا الحد المشترك لجميع الحدود هو ر4 وباستخراجه يتبقى لدينا شكل 
ثربيعي للمتغير × نقوم بتحليله كما في السابق. 
(1 )ر ر ) = 1+ × ر ر ر( 


يلاحظ هنا بأن الحد المشترك بين ”رة× و ”ر هو ر وعند استخراجه يبق 
لدینا: 


(1- ) - 1 - )ر = 1+ × - ”ر ر 
في هذه المرحلة نلاحظ بأن الحد المشترك هو (1-») وعند استخراجه 
نحصل علی: 
(7-1ر) (1-) = 1 + × ر - ر 
وأخيرا وعند استخدام قانون الفرق بين مربعين نحصل على: 


x +1 = )x-1( )x + 1( y-1( )y + 1(‏ - ر ر 


:Factor the following Jal gzأl‎ Jl Jl 


y( ) - xy + (‏ + ») = ر + * (ھ 
xy +‏ + ٭) (ر- ») = ر × (طا 
ر 3) - × 2) = ر 27 - × 8 (ہ 
(2x - 3 y( ])2 ×) + )2 x) (3 y( + (3 y7‏ = 
)2x-3y( 4x +6 xy +97‏ = 
وتم التحليل في هذا المثال باستخدام علاقة جمع مكعبين أو الفرق بين 


إا ا د > ف 


اذكر فيما إذا كاثت العلاقات التالية صحيحة )٠٠٠‏ أو خاطئة ١ءاه]‏ مع تصحيح 
الخطأ إن وجد لاأسئلة (20-1): 


1)2+4=6 2(2 )3-4y(=6-4y 
3) )2( 3) = 5 4 (2X) () = 2x y 
5) (x +5) =-x +5 6(-3 (x-2y)=-3X + 6Y 
7) (8) (-b) (=e) =- ab c 8) (a) (b) + (-e) = -(a b + e) 
E EE ae 
ر م )10 ر‎ 
E EES 
a b ab ×x-رy‎ ×1 
13) 12+34 _1 SE E 
2+4+6+8 2 bd f bdf 
15( ر = ”ر + ڈو (16 ڈو = ر ر‎ 
17( گھ = (ھ)‎ 18( a” = a 
19( ڈو = ڈھ) + ؟)‎ 20) (x ~1) + (x- 1= Xx +1 
:)42-21( للأىثلة‎ Simpify the foo wiصع بسط المقادير التائية‎ 
21( 5-)-2( 22) 2 )4 + 3( 


24) 2 (4) (-7) 
26) 6-2 3+ 2( 
28( 3 )× -1( 
30( -x (x +2 y( 


23( 3 )2( )5( 
25(-2 4-2( 
272 (x +4) 
29) -» (x + 1) 


32) 4x (x+y) -x 

349 )-2( )-×( )» + 4( 
30x1 4x +1) 
38) x [3 (x-1) +2 x - 1] 
40) (-3 x)" (6 + 3 x) 
42( > )» + (7 


2 
945 
3y 
46) 7)) 
) 2z) 


E 
48) C55 


j 3 


50 
x+y × 


2 4 8 
52( + 
5 § 9 


2 
54 رک + رت‎ 
3y EF 


31( x 2× - 3 2( 

33) x (x + 2) - 4 (x + 3( 
35( × )»' + (ر‎ 

37) xy)" 2x ~4 y( 
39) x ])x - y( + )3 y~ ×([ 
40) xy (xy) 


بسط المقادير التالية عم س11!oه؟‏ طا ونام Sm‏ للأسئلة (60-43): 


43) 38 
45 
225 
45) ee 


ر4 7 
و ر 470 


+ رو4 
YJ ZX‏ 


60 ++ 
FG 7و‎ 


TETANY GN EEE SAT 


أوجد ناتج کل مما يلي own‏ ااە؟ Evaluate the‏ للأسئلة (74-61): 


62( 2 . 2 
64) (x). (x3) 
66) (y2) (xyz) 


61( )2( + )2 
63( (+ 
65) (xy 
yî 

7E 


6 


22 


رو6 


7 


71) x (x - ×( 


73) (2x) + (2y) 


¡ بسشط المقادیر التالية 5ر0 siیe Simplify the folowing expr‏ اسل (94-75): 


76) (x + xy - 2( - ) - 4 xy( 
78( (x + 4) (x - 5( 

80) (5x - 1) (2y + D) 

82) (a b(l a +b) 

84) × +2) × + 2 ( 


(3+ ر ر1 + (x?‏ )86 
3 


ll eem Cl r 


75) (x+y + 3) + )4x - 2y -5( 
77) (2 +3) + Gx =2) 
79) )2x + 1( )x + 2( 

81) (y” + 4) (y-3) 


83( x - 2 ()x + 2 ( 


85( ر(‎ + 2y -41( )y +3 y+ 1( 


88( )» + 3( + ) - 5(7 


90( )4x - 3x) + × 
92) (% + 1) * (x +1) 


94) (3% - 3% - 6( + )x -2( 


96)2 x y + 6x 
98)x(y+D)-~y(y+D 
100) x y-9 
102) x×”- 3× - 6 
104) x + 6x +9 

106) 2x? — 8x + 8 
108) x - 8y 


SPIES 


( + ور( - ر2 (87 

y x 
89) (2x - 3y) - )» + y( 
91) (6% +x - 1) + 3x - 1) 


93) 7 +7 x + 12( + )x + 4( 


حل إلى العوامل عم Factor the o1[]o wi‏ لاأسئلة (108-95): 


95)15 x» +3 x 
977 x +× + + 
99) x 9 
101) 5 x - 20y 
103) x” - 5x +6 
105) x +x 12 
107) 6 -x- 12 


العلوم الإدارية د 
ا 


معادلات ڊ 
| واحد 


2-1مقدمة ' 
2-2 المعادتة | 
2-3 تطبيقات المجادلات الخطية 
24 المعادلات التإبيمية 
2-4-1 الحل باطريقة الجذر التربيمي 
2-4-2 الحل بطريقة التجزئة إلى العوامل 
2-4-3 الحل بطريقة المميز (الصيغة التربيعية) 


i 


a 


الفصل الثاني 
مهادلات بمتخیر واحد 
Equations in One Variable‏ 


ر 21 مقدمة Introduction‏ 

هذا الفصل سوف يتتاول المعادلات ء0 »وع بشكليها المعادلات الخطية 
Linear Equations‏ و المعادلات التربيعية sممناو ٤u‏ إل لمتغير واحد 
One Variable‏ وليكن × أو ۷. وكذلك سسوف یتناول هذا الفصل أيضاً بعض 
المفاهيم كامءء١ه٥‏ والعلاقات أو الصيغ ١ا۸‏ الخاصة بالتعامل مع مثل هذه 
المعسادلات. وکكذلك سنتعرف على کیفیة حلھا sوہناھںو٤‏ عطا چمذہآہ؟ لإیجاد قیم 
المتغير الخاص بها وسيتضمن الفصل أيضاً كثير من الأمظة المختلفة وام ۸٥ة»8‏ 
وكذلك الأمثلة التطبيقية وعاوصه×ع 4عناممه والتي تساعد في الاسثفادة من مفهوم 
المعادلات لحل كثير من المشاكل التطبيقية. وسيحثوي الفصل في نهايته على كثير 

من الأسئلة وعوزم8×x.‏ 
سيتضمن الفصل عدة مباحث وهي المبحث 2-2 المعادلة الخطية بمتغير 
واحد iner equation ¡in one variable‏ والمبحث 2-3 تطبيقات المعادلاث 
الخطية 0s‏ تاسوه ەا ۴ه sمنغههناممA‏ وأخيراً المبحث 2-4 المعادلات 


.Quadratic equations ةAqعيڊ تر‎ 


أ2 العادلة الخطية :Linear Equation‏ 
المعادلة هي صيغة تعبر عن المساواة بين مقدارين جبربين 


The equation is a statement that expresses the equality of two 
algebraic expressions. 


بصورة عامة المعادلة تتضمن مثغير واحد أو کثر One variable or more‏ 


وتحنوي على رمز المساواة )=( 
التالي أمغلة عj‏ لاد ێت :The following are examples on equations‏ 


#1 ی ام 1 لار وا 


2-36- 2= 2-8 ...1( 


ا 8= )22+1 $ 


ويلاحظ أن المعادلة رقم (1) وكذلك المعادلة رقم (2) هي معادلة من الدرجة 
الأولى (أو خطية) لمثغير راحد 


Equation (1) is first degree (or Linear) in one variable x, and so is 
equation (2). 


أًما عن حل المعادلات الخطية من الدرجة الأولى ولمثغير واحد هو عندما 
نجسد قسيمة هذا المتغير وعند التعويض عن قيمة ذلك المتغير في المعادلة يتساوى 
طرفا المعادلة 


A solution is a number that when substituted for the variable makes 
the equation true. 


وبتعبير آخر حل المعادلة الخطية بمتغير واحد هو القيمة التي تجعل المعادلة 
صحيحة ويسمى جذر المعادلة أو حل المعادلة 


The value of the variable that makes an equation a true statement is 
called a root or a solution of the given equation. 


ويمكن ملاحظة أن الحل للمعادلة رقم (1) هو (5) في حين أن الحل للمعادلة 
رقم (2) هو (1) وكما يلي توضيح للحل: 
2-8 =2 -2-3 1 


x 
2-3x+6 =¬ 
x 5 8 


x 
(-3+ = >-8)(5) 


40- 15x = x - 40 
80 = 16x 


وللستأكد من الحل نعوض في المعادلة الأصاية عن قيمة × بالمقدار 5 
وسنحصل على ما يلي: 
5 
8- == (2-3)5-2 
2 ( 


3(=1-8) 2-3 
7-=2-9 
7= 7- 
مما يشير إلى أن الحل صحيح. 


2) 20+) =8 
4+2 =8 


& + 4x = 6()3( 


6x + 12x = 18 
18x=18 


Ka 
1 وللتأكد من الحل نعوض في المعادلة الأصلية عن قيمة × بالمقدار‎ 
وسنحصل على ما يلي:‎ 


£42241 =8 


2+2 (3) =8 
2+6=8 
8=8 

مما يشير إلى أن الحل صحيح. 


سثقوم الآن يعرض بعض خصائص المساواة والتي ستكون ذات فائدة كبيرة 
في حل المعادلات الخطية كالاآتي: 


Equality properties: 
For a , b and c real numbers we have: 
DIfc=b, thenc + a= b +a Addition property 
2) lfc =b, thenc—a=b—a Subtraction property 
DIfc=b, then ac=ab,a #0 Multiplication property 
4) If c = b, then 2 2 , 4+0 Division property 

وبالتالي فإننا نستطيع أن نجمع (أو نطرح أو نضرب أو نقسم) ثابت أو أي 


حد جبري لطرفي المعادلة وتبقى المعادلة والنتائج كما هي بشرط عدم الضرب في 

(أو القسمة على) صفر. 

We can add, subtract, multiply or divide any constant or any 
algebraic expression (non zero) to both sides of an equation. 


الحالات التالية لتوضيح تلك الخصائص أعلاه: 
for example, let x 2 = 3 1‏ 
بإضافة 2 إلى طرفي المعادلة فإن ذلك لا يؤثر على حل المعادلة باستخدام 
خاصية الإضافة أعلاه 
Adding 2 to both sides of this equation will not change the roots of‏ 
this equation, by the addition principle, and we have:‏ 
X-2+2=3 +2‏ 
X= 5‏ 
وهذا يعني أن 5 = × هو حل المعادلة وهو الحل الوحيد د0ناso[0 Unique‏ 
لهذه المعادلة. 


As another example, let 3x = 9 


CREEK TOTES KESE wm 


وبتقسيم طرفسي المعادلة على المعامل 3 فإن ذلك لا يؤثر على نتائج 
المعادلة حيث أننا لم نقسم على صفر باستخدام خاصية القسمة 


Dividing both sides of this equation by 3 will not change the roots 
of this equation, by the division property, and we have 


وهذا هو حل المعادلة الوحيد. 
ونستطيع تطبيق جميع الخصائص السابق ذكرها بنفس الأسلوب. 
ما عن تعريف المعادلة الخطية من الدرجة الأولى فلدينا: 


Definition: 

An equation is a first degree or a linear equation in one variable X 
if it can be transformed into equation where the left side is of the form ax 
+ b, a # Û and the right side is equal to zero, where a and b are real 
constants, 

And this form is called the standard form of a linear equation. 


وذلك يعني أن المعادلة الخطية بمتغير واحد هي المعادلة ذات الشكل العام 
0= طا + ×ه » حيث أن ۾ , طا هما ثوابت حقيقية. 


for example: 4x + 8 = 0 is a linear equation in one variable and 
subtracting 8 from both sides gives 
4x<=-8 
Then, dividing both sides by 4 we get 
X= -2 


This is the only solution for the equation. 


As another example we notice that x — 100 = 0 is also a linear 
equation in one variable. 

Adding 100 to both sides fives x = 100 and this is the only solution 
for the equation. 


RIESIROSPISEITIEE 


وتطبیقا 


لذلك فإن المعادلة الخطية أو المعادلة من الدرجة الأولى بمتغير واحد لها 
حل واحد فقط 


Therefore, a first degree or a linear equation has only one solution 
(unique solution). 


ويتضسح كسذلك مما سبق أن هناك خطوات عامة يمكن اتباعها لإيجاد حل 
المعادلة الخطية من الدرجة الأولى كالآتي: 
The following ate the steps for solving linear equations‏ 
الخطوة الأولى: التخلص من الأقواس في المعادلة 


Step 1: Expand any parentheses which may be found in the 
equation. 


الخطوة الثانية: التخلص من الكسور وذلك بضرب طرفي المعادلة في 
المضاعف المشثرك للمقامات جميعها. 


Step 2: Remove any fractions which may be found in the equation 
by multiplying both sides by the common denominator of the fractions 
involved. 


الخطوة الثالثة: نقل الحدود المحتوية على الثوابت إلى الطرف الأيمن من 
المعادلة والحدود المحتوية على المتغير إلى الطرف الآخرء ثم تبسيط المعادلة 
لإيجاد الحل. 


Step 3: Move all the terms containing the constants to the right side 
and all ters containing the variable to the left side, then simplify. 


الأمثلة الثالية توضح اتباع الخطوات أعلاه لحل بعض من المعادلات الخطية 


:Solve the following equation. ةيلlتd حل المعادلة‎ 


أ لحل هذه المعادلة علينا أولا التخلص من الكسور وذلك بالضرب في المقام 
| المشثرك وهو 15 لجميع حدود المعادلة بعد رفع الأقواس كالآتي: 

TR RD | 5 = 2 
15 
E 3 5 ) 


ا 


a5 


)3( )7×( - )5( )×-2( = )5( )6( - )5( (٭)‎ + (3x - 2( 
21x-5Sx +10 = 30~ 5% + 3x 2 
21x — 5X + 5x - 3X = 30-2-10 
18x=18 


x=1 


وهذا هو الحل الوحيد للمعادلة وهو أن تكون قيمة × مساوية إلى 1 


حل المعادلة ئأlلıة :Solve the following equation‏ 
5x-3 (7-x) = 13-9‏ 
لحل هذه المعادلة نحتاج أولاً لفح الأقواس ثم نقوم بنقل الحدود لنحصل 
علی: 


S5x-21+3x=13-9x 
Sx+3x+9x=13 +21 
17x=34 
Xx=2 


وهذا هو الحل الوحيد للمعادلة وهو أن تكون قيمة × مساوية إلى 2. 


:Solve the following equation ةيلlتلl حل المعادلة‎ 


3-2 ×2 لر 


5 7 a) for y and b) for x 


TET TTT 


في البداية نحتاج لضرب طرفي المعادلة في المضاعف المشترك للمقامات 


وهو 0M‏ لنحصل على: 
M (y-2%) =3 D (yD‏ 


My-2Mx=3Dy=3Dr 
لحسل الفسرع (ه) من المثال نعتبر جميع الحروف ثوابت باستثناء ر فيعامل‎ 
کمتغیر:‎ 
My-3Dy=-3Dr+2Mr 
J(M-3D)=2Mr-3Dr 


_ 2Mr-3Dr 
M -3p 
وهذا هو حل المعادلة للمتغير لإ‎ 


أمالحل الفرع (ه) من المثال فنعتبر جميع الحروف ثوابت باستثتاء × 


فیعامل کمنغیر : 
-2Mx=3Dy-3Dr-My‏ 
3D»y-3Dr-My‏ _ 
-2M‏ 
وهذا هو حل المعادلة للمتغير ×. 
جل المعادلة لإيجاد قيمة × :Solve for x‏ 
کس 
1-x×‏ 
x‏ 


بضرب طرفي المعادلة بالحد ت نحصل علی: 


وهذا هو حل المعادلة. 


ıApplication of Linear Equations ةيطخلdإ تطبيقات المعادلات‎ 2-3 

يمكن الاستفادة مسن مفهوم المعادلة الخطية لوصف كثير من التطبيقات 

ويمكن الاستعانة بطرق حلها احل كثير من المشاكل التطبيقية وفي جميع الحقول 
العملية. 


We can apply the linear equations in many applied problems by 
using the algebraic methods. 


والأمثلة التي سيتم عرضها في هذا المبحث لتوضيح التطبيق حيث أن بعض 
من هذه الأمتلة اتوضيح عملية تحويل المشكلة من صيغتها الكلامية إلى صيغة 
المعادلات الخطية والبعض الآخر يظهر هذا الجانب إضافة إلى كيفية حل تلك 
المشاكل. 


The following examples illustrate how to translate the verbal forms 
into algebraic terms, some of these examples are with their solutions. 


إذا كان أحمد يحصل على × من مئاث الدولارات في الشهر. ويحصل أخيه 
على 600 دولار أكثر من ضعف ما يحصل عليه أحمد. فما هو عدد الدولارات 
التي يحصل عليها كل منهما. 


If Ahmed earns x hundred dollars per month and his brother is 6 
hundred dollars more than twice Ahmed’s earn. How many dollars each 
of them earns in the end of the month. 


لكتابة هذا المثال بالصيغة الرياضيةء نفرض أن أحمد يحصل على × من 
مات الدولارات. فإن أخوه سيحصل على (6 + ×2) من مئات الدولارات. 


If Ahmed earns x hundred dollars. Then, his brother earns (2x + 6) 
hundred dollars. 


علي أكير من أخيه بعشر سنوات. وقبل عشر سذوات كان عمر علي ضعف 
عمر أخيه. ما هو عمر علي وعمر أخيه الآن وقبل عشر سنوات. 
Ali is 10 years older than his brother. Ten years ago Ali was as‏ 
twice as his brothers age. How old is Ali and his brother now and ten‏ 
years ago.‏ 
لإيجاد عمر علي وعمر أخيه الآن وأيضاً عمرهما قبل عشر سئوات نفرض 
أن × يمثل عمر علي الآن. وأن عمر أخيه هو ( 10-×). 
وقبل عشر ستوات كان عمر علي أقل بعشر سئوات مما هو الآن ولهذا فإن 
عمر علي قبل عشر سنوات كان (10-»). وكذلك فإن عمر أخيه كان أقل بعشر 
سنواٽت مما هو عليه الآن ولهذا فإن عمر أخيه قبل عشر سنوات کان 
(x-20( = (x - 10 - 10(‏ 
ويما أن عمر علي کان ضعف ١٥س‏ عمر أخبه قبل عشر سنوات فإِن:؛ 
x-10 =2 (x -20(‏ 
ولإيجاد عمر علي علينا إيجاد قيمة × كحل للمعادلة الأخبرة كالتالي: 
We slove for x to get:‏ 


x—~10=2x-40 
X-2x = -40 + 10 
-x = -30 
Xx = 30 


أي أن عمر علي الآن هو 30 سنة وعمر أخيه هو 20 سنة. وقبل عشر 
سذوات كان عمر علي هو 20 سنة وعمر أُخيه هو 10 سنوات. 


معاد ات مير واد ٣‏ 


.4٨%‏ وکان عمسر يبع بمعدل 0 دولار في الساعة. ما هو عدد الساعات التي 
يجب أن يعملها عمر ليحصل على ملغ 3600 دولار شهرياً. 


Omar earns salary of $1600 per month plus a commission of 20% 
on the sales he nıakes. Omar find that on the average, he takes one hour 
to make $80 worth of sales. How many hours must Omar work oni the 
average each month to earn $3600. 


لكتابة المعلومات في هذا المثال بالصيغة الجبرية علينا أن نفرض أن عمر 
يعمل × من الساعات لكل شهر. 

وكان يبيع بمبلغ 80 دولار في الساعة الواحدة بعمولة بيع 20% لذلك فإن 
معدل عمولته في الساعة الواحدة هو: 

(80) (20%) = 16 

وذلك يعني أن العمولة التي يحتقها عندما يعمل × من الساعات هي ×16 
ويالتالي فإن عدد الساعات التي على عمر أن يعملها ليحقق ربحاً مقداره 3600 
دولار هو حل المعادلة التالية: 


16x = 3600‏ + 1600 
وباثباع الخطوات اللازمة لحل هذه المعادلة نجد ما يلي: 
16x = 3600 -- 1600‏ 
16x = 2000‏ 
x= 125‏ 
ويعنسي ذلك أن على عمر أن يعمل 125 ساعة شهرياً ليحقق مبلغ 3600 


دولار. 


الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الردارية والافتصادية _ E‏ 


اجر سيارات اشترى 800 سيارة بسعر 700 دولار لاسيارة الواحدة. باع 
منها 0 سيار ة بربح %. ما هو السعر الذي يجب عليه أن بيع به ال500 
سيارة الباقية ليحقق ربحاً بمعدل 28% ولجميع السيارات. 


A car dealer bought 800 cars for $700 each. He sold 300 car of 
them at profit of 20%. At what price must he sell the remaining 500 cars 
if his average profit on the whole sales transaction is to be 28%. 


عليسنا في البداية تحويل الصيغة الكلامية إلى الصيغة الجبرية بافتراض ما 
يلي؛ 
كل سيارة باعها التاجر حقق فيها ربحاً مقداره 20% من سعر شراءها وهو 
0 وبالتالي فٳن ربح کل سيارة باعها هو: 
dollars‏ 140 = )700( )20%( 
ولهذا فإن الربح من بيع 300 سيارة هو: 
dollars‏ 42000 = )300( )140( 
وبافتراض أن سعر بيع ال500 سيارة الباقية هو × دولار. فإن ربح التاجر 
لكل سسيارة سسيكون (700-») والذي يمتل الفرق بين سعر البيع وسعر الشراء. 


وبالنالي فإن ربحه لجميع السيارات سيكون: 
(x - 700) dollars‏ 500 


وأخيراً فإن مجموع الربح لجميع السيارات (800 سيارة) هو ريح بيع 300 
سيارة وهو 84200 مضافا إليه ربح بيع 500 سيارة وهو (700-») 5500 أي أن 
مجموع الربح هو: 


42000 + 500 (x - 700) dollars 


وبا أن الربح يجب أن يكون 28% من سعر الشراء لجميع السيارات ال 


E E ب جک چ ی بچ هة‎ EEE 


ت متیر واک 


28 00)80) = 156800 dollars 
100 


وبالتالي فلتحديد سعر بيع السيارات المتبقية لتحقيق الربح المطلوب هو حل 
المعادلة التالية: 


(x ~ 700) = 156800‏ 500 + 42000 
وباتباع الخطوات العامة لحل المعادلة الخطية بمتغير واحد لدينا: 
x - 350000 = 156800‏ 500 + 42000 
x = 156800 - 42000 + 350000‏ 500 
x = 464800‏ 500 
X= 96‏ 


ويعنسي ذلك أن سعر البيع هو 5929.6 لكل سيارة من السيارات ال500 
الباقية. 


يملك علي 850000 معدة للاستثمار. علي يرغب أن يحصل سنوياً على 
40 من هذا المبلغ. هو يستطیع أن يستثمر بنسبة 7% مع أأصدقاثه أو پستتمر 
مع شركة والتي هي أكثر خطورة بنسبة 10%. كيف يقسم علي المبلغ للاستثمار 
على النسب ليحقق الربح 54000 سنوياً وفي تفس الوقت يقال الخسارة إلى أقل ما 
Ali has $50000 to invest. He wants to receive an annual income of‏ 

$4000. He can invest his funds at 7% with friends bonds or with a greater 


risk company in 10% bonds. How should Ali invest his money in order to 
earn $4000 and in the same time to minimize his risk. 


لنفرض أن × يمثل المبلغ من الدولارات التي استثمرت مع أصدقائه. 


لذلك فإن المبلغ الذي استثمر مع الشركة الأكثر خطورة هو (×-50000) وأن 

7 0 M4 
المبلغ الذي سوف يستلمه علي من العمل مع الأصدقاء هو ا أما المبلغ‎ 
الذي سوف يستامه من العمل مع الشركة الأكثر خطورة فهر‎ 


10 
(g00 “×( 


وبالتالسي فإن مجموع المبلغ الذي سوف يستلمه علي من الاستثمار مع 
المصدرين فهو: 
E‏ 


o0 


10 
J(2) + o; (50000 x) 


والذي یجب أن یکون $4000. 
وبالتالسي فإن المبلغ الذي يجب عليه استثماره هو إيجاد قيمة × والتي تحفق 
المعادلة الخطية بمتغير واحد التالية: 


7 10 
(£) + —— (50000 ¬ x) = 4000 
o07 100° *) 


وباتباع الخطوات اللازمة لحل هذه المعادلة لدينا: 
7x + 10 (50000 -- x) = 400000‏ 
7x + 500000 - 10x = 400000‏ 
7x 10x = 400000 - 500000‏ 
000-- = 3%- 
E KKEKEEE)‏ 


ويعني ذلك أن على علي أن يسئثمر مع أصدقائه المبلغ 33333.333 وأن 
يسثثمر مع الشركة الأكثر خطورة المبلغ $16666.6667 ليحقق الدخل $4000 
من استثمار هذا المبلغ. 


اا ر و 


وفي حالة الرغبة في زيادة الدخل يجب أن يزيد من المبلغ المستثمر مع 
الشركة الأكثر خطورة. 
241 المعادلات اjid‏ عة :Quadratic Equations‏ 
المعادلة التربيعية لمتغیر واحد Quadratic equation in one variable‏ ھي 
المعادلة التي يمكن كتابها بالصيغة العامة التالية: 


General form of a quadratic equation in one variable is: 


ax + bx +c =0 4 (a#0) 
a and b are real constants 
Std وتدعي هذه الصيغة للمعادلة التربيعية بالصيغة القياسية ه؟ أو‎ 
وهناك طرق عديدة لحل المعادلات التربيعية وسوف نتتاول أربع طرق منها‎ 
كالآتي:‎ 


There are four methods for solving the quadratic equation that will 
be presented in this section as follows: 


1- Solution by square root. 
٤ الحل بواسطة الجذر التربيعي.‎ 
2- Solution by factoring. 
الحل بطريقة التجزئة إلى العوامل.‎ 
3- Solution by quadratic formula. 
الل بطريقة المميز.‎ 
4- Solution by completing the square. 


الحل بطريقة إكمال المريع. 


ولاستخدام أياً من هذه الطرق يجب أن نحول المعادلة الثربيعية بجميع 
أشكالها وحدودها إلى الصيغة القياسية العامة 0 = ء + ×ط + ”× ومن ثم استخدام 
إحدى الطرق أعلاه لإيجاد الحل» أي إيجاد ما يسمى بجذور المعادلة واه والني 
تمثل الحل العام للمعادلة التر بيعية نادهو إوإمء6 أو بيساطة الحل و0ناناه؟. 


يات وتطبيقاتها في العلوم آلردارية والافتصادية 


وسيتم في هذا المبحث شرح وتعريف وتحديد خطوات كل واحدة من الطرق 
أعلاه مع الأمثلة الخاصة بكل حالة من الحالات ضمن الفقرات التالية: 
2-4-1 الحل بطريقة الجذر التربيعي :Solution by sqııare ٣٥٥٤‏ 


وبالرجوع لمعنى الجذر التربيعي يمكن الاستعانة بذلك لإيجاد حل المعادلات 
لتربيعية والمثال التالي سيوضح ذلك: 


The following example illustrate the square root method 


ا حل المعادلات الثالية باستخدام طريقة الجذر التربيعي 
Solve the folowing quadratic equation using the square root‏ 


method 
a) x -13=0 
وبإضافة 13 لطرفي المعادل نحصل على:‎ 
x =13 
والآن ما هو العدد الحقيقي والذي تربيعه يساوي 13 لذلك فإن:‎ 
x= 13 


ويعني ذلك أن حل المعادلة التربيعية هو 13+ أو 13لہ- 
ويمكن كتابة هذا الحل بشكل ما يمثل مجموعة الحل ]4اعدعع ڳه مء 
نا0 كما يلي: 


S={+13 , 13} 


b) 2x*- 6 =0 


وبإضافة 6 لطرفي المعادلة نحصل على: 


2x = 6 


وبالقسمة على 2 نحصل على: 


 دحاو معادات بمندير‎ EEE ا‎ <I NW 


EE 5 REESE EEE ¥‏ 1 
والآن ما هو العدد الحقيقي والذي تربيعه يساوي 3 لذلك فإن: 
F3‏ =1 
ويعني ذلك أن حل المعادلة التربيعية هو +١3‏ أو 3ل 
ويمكن كتابة مجموعة الحل بالشكل: 
S={+3 , =3‏ 
3x? + 12 =0‏ )¢ 
وبطرح 12 من طرفي المعادلة نحصل على: 
12- = 3% 
وبالقسمة على 3 نحصل على: 
x2 = 4‏ 
والآن ما هو العدد الحقيقي والذي تربيعه يساوي 4-؛ وبما أنه لا يوجد مثل 


هذا العدد لذلك لا يوجد حل حقيقي للمعادلة التربيعية هنا وعندئذ 
There is no real solution.‏ 
2-4-2 الحل. بطريقة. التجزئة إلى العو امل عذoاء4؟ :Solufion by‏ 
إذا كان الطرف الأيسر للمعادلة التربيعية يمكن نجزئته أو تحليله عندئذ 
نستطيع حل المعادلة بهذه الطريقة 


If the left side of a quadratic equation when written in standard 
form can be factored, then the equation can be solved very quickly. 


وطريقة الحل بالتجزئة أو التحليل تعتمد على خاصية التحليلء والتي تم 
شرحها سابقاً وبالشكل التالي: 
The method of solution by factoring depend on the following‏ 
property of real numbers:‏ 


If A and B are real numbers. Then, AB = 0 if and only if A = 0 or 
B =0, or both are zero. 


وهذا يعني إذا کان 4 و 8 عددان حقيقيان فإن حاصل ضربهما يساوي 
صفراً إذا وفقط إذا كان أي منهما أو كلاهما صفراً. 

والمسثال التالسي سيوضح خصائص التحليل السابق ذكرها وحل المعادلات 
التسربيعية باستخدام طريقة التليل لتحديد قيم المتغيرات فيها مستخدمين الخاصية 
أعلاه. 


حل المعادلات التربيعية التالية باستخدام طريقة التحليل إن أمكن 
Solve the following quadratic equations by factoring, if possible:‏ 
a) x” + 3x +2 =0‏ 
وبالرجوع لعمليات التحليل السابقة لدينا: 
(x +2) (x + 1) =0‏ 
ولذلك فإن: 


x+2=0 or XxX+1 =0‏ 
وبالتالي فإن الحل هو: 
KE OF E‏ 
ويعني هذا أن الحل العام للمعادلة التربيعية هو المجموعة التالية: 
S= {2 ,-1}‏ 


b) 3x? - 6x - 24 =0‏ 
وبقسمة جميع حدود المعادلة على 3 نحصل على: 
x -2x-8=0‏ 
وباستخدام التحليل إلى العوامل لدينا: 
(x +2) (x-4 =0‏ 
ولذلك فإن: 
x+2 =0 Or x-4=0‏ 
وبالتالي فين الحل هر: 


X= -2 or Xx=4 


ويعني هذا أن الحل العام للمعادلة التربيعية هو المجموعة التالية: 
S= {2,4}‏ 


بالطريقة الأولى طربقة الجذر التربيعي كالتالي 25 = × ويالتالي فإن 35 = ×. 


حل المعادلات التربيعية. 


We can solve a quadratic equation by one or more of the solving 


x -25 =0‏ )0 
وباستخدام الفرق بين مربعين نحال المعادلة أعلاه لنحصل على: 
(x-5( (x + 5( =0‏ 


ولذلك فإن: 
x-5=0 or XxX+5=0‏ 
وبالتالي فإن الحل هو: 
X=5 of X=-5‏ 
ويعني هذا أن الحل العام للمعادلة التربيعية هو المجموعة التالية: 
S= 4-5,5}‏ 


ويجدر القسول هنا بأن هذه المعادلة التربيعية 0 = 25 - × يمكن حلها 


وبهذا نقول بأنه يمكن حل معادلة تربيعية معينة بأكثر من طريقة من طرق 


methods. 
d) 6y = 4y 
وبطرح ل4 من طرفي المعادلة نحصل على:‎ 
6y2-4y =0 
وباستخراج ر كعامل مشترك نحصل علی:‎ 
y (6y ~4) =0 


ولذلك فإن: 
6y ~4 =0 or yJ=0‏ 1 
وبالتالي فإن الحل هو: ا 


4_2 
6y =4 کت‎ 
¥ or y 3 


e) 6x + 7x +1 =0 


وباعتماد طريقة التحليل نحصل على: 
(6x + 1) (x +1) =0‏ 
ولذلك فإن: 
6x +1 =0 or x+1=0‏ 
وبالتالي فإن الحل هو: 
6x = -1 or x=-1‏ 


ويعني هذا أن حل المعادل التربيعية هو المجموعة: 


2-4-3 الحل بطريفة المميز (الصيغة التربيعية): 
Solution by Quadratic formula‏ 
طريقة المميز أو طريقة الصيغة التربيعية تعتبر من أكثر الطرق استخداماً 
ولك لكونها طريقة يمكن بواسطتها حل جميع أنواع المعادلات التربيعية (من 
الدرجة الثانية)» حيث أنها تعتبر الطريقة الأنسب عندما تعجز الطرق الأخرى 
لوصول إلى الحل. 
وبالرجوع إلى الصيغة العامة للمعادلات التربيعية وبالشكل: 


ax + bx +c =0 (a*0) 
فسإن تطبيق الصسيغة التربيعية aادصإه عناةإل هسي أو ما يمى بطريقة‎ 


المميز يكون كالآتي: 
“Db FN b? -4ac‏ _ 


2a 


Xx 


ويمكن أن يكون لدينا تصور عن حل المعادلات من خلال ملاحظة المقدار 
عه 4 - ”ظط فسإن كانت قيمة هذا المقدار موجبة دل ذلك على أن هناك حلين حقيقيين 


للمعادلة التربيعيةء وإذا كانت نتيجة هذا المقدار 2۲0 قيدل ذلك على وجود حل 
حفيقي واحد فقط للمعادلة التربيعيةء أما إذا كانت نتيجة هذا المقدار سالبة فهذا يعني 
عدم وجود حل حقيقي للمعادلة التربيعية أو المتغير. 

والأمثلة التطبيقية التالية هي حالات مختلفة لحل المعادلات الثربيعية بطريفة 
الصيغة التربيعية. 


حل المغادلة التربيعية التالية باستخدام طريفة الصيغة التربيعية 
Solve the following quadratic equation using the quadratic formula‏ 


x» -2x-1 =0 
بمقارنة يشكل المعادلة التربيعية أعلاء مع الشكل العام للمعادلة التربيعية‎ 
نلا حظ أن:‎ 
a=l , b=2 , and c=-1 
وبالتالي فان:‎ 
4 ~b Fb? -4ac 
2a 
a C2 F C2) “4 DCD 
2(0) 
2F 4+4 _ 278 _2722 
x= 3 E E SE =1 2 


ويعني هذا وجود حلين للمعادلة الثربيعية هما 1-2 إن 1+2 
وللتأكد من الحل نعوض في المعادلة الأصلية عن × كالآتي: 
x ~2x~1 =0 when x = 1+2 we have‏ 
0= 1-)2/+2(1- )1+2( 
0= 4 2-24-24+ 242 +1 
0=0 


وهذا يعني أن الحل صحبح. 


x -2x-1=0 
(1-2) -2(1-/2)-1 =0 
4-242 +2 -4 +2 4 = 0 

0=0 


when x = 1—~/2 we have 


وهذا يعني أن الحل صحيح. 


حل المعادلة التربيعية التالية باستخدام الصيغة التربيعية 
Solve the following quadratic equation using the quadratic formula‏ 
xX 4x +4 =0‏ 
وبمقارنة هذه الدالة التربيعية بالشكل العام للدالة التربيعية نجد أن: 
a=1 5 b=-4, and c=4‏ 
وبالتعويض في الصيغة التربيعية نجد أن: 
-bF Yb? -4ac‏ _ 


XxX 
2a 
ر‎ C4 F-4 ~4 
2 
_ 416-16 40 4 
2 2 2 2 


ويعنسي هسذا أن حل المعادلة التربيعية هو حل واحد حقيقي وهو أن 2 = × 
والسبب في ذلك أن قيمة ٥ه‏ 4--*ط تساوي صفراً. 

وللتأكد من الحل نعوض في المعادلة التربيعية الأصلية عن قيمة × ب2 
أنحصل على: 
%-4x+4=0‏ 
0= 4+ (2) 4 + 27 
0= 4+ 4-8 
0=0 


اال 


حل المعادلة التربيعية التالية باستخدام الصيغة التربيعية 
Solve the following quadratic equation using the quadratic formula‏ 
3x - 5x +6 =0‏ 


وبمقارنة هذه المعادلة التربيعية بالشكل العام نجد أن: 
a b=-5 , and c=6‏ 
وبالتعويض في الصيغة التربيعية نجد أن: 


X 
2a 
گ2‎ - )-5( ۴ 5(7 ~46 
2(6) 
„3725-72 _ 37 
12 ۰ 12 
لا يوجد حل حقيقي لهذه المعادلة الثربيعية وذلك لكون المقدار داخل الجذر‎ 


نا 


:Completing the Square Method gıرaأ‎ Jinکز طريفة‎ 2-4-4 


تعتبر طريقة إكمال المربع من الطرق المهمة لحل المعادلات التربيعية وذلك 
لكونها أيضاً تستخدم لمعظم المعادلات الثربيعية. وتستند هذه الطريقة على تحويل 
الكل العام للمعادلة التربيعية 0 = ء + ×ط + ”جه إلى معادلة طرفها الأيسر على 
شكل مربع كامل» أما طرفها الأيمن فيحتوي على الثابث المتبقي من المعادلة 
لتصبح بالشکل 8 = ”(۸ + &) 


This method is based on the process of arranging the equation of 
the standard form ax + bx + ec = 0 into the form (X + A)” = B , where A 
and B are real constants. 


وبعدئذ نقوم بحل المعادلة بعد أخذ الجذر لطرفي المعادلة وإكمال عملية 
التبسيط لإيجاد قيم المتغير إن كانت له قيم حقيقية. 


The equation can be solved by taking the square root of both sides 
of the equation, if it has a real solution. 


والأمثلة التالية تطبيقات لهذه الطريقة كالآتي: 


حل المعادلة التربيعية التالية باستخدام طريقة إكمال المربع 


Solve the following quadratic equation using completing the square 
method 


x -2x-1=0 


بإضافة الثابت 1 لطرفي المعادلة نحصل على: 


x ~ 2x =1 


نحاول إيجاد العدد الحقيقي الذي يمكن إضاقته لطرفي المعادلة ويجعل 
ارف الاسر ریا کد 

والقاعدة (eاRu):‏ 

أ عندما يكون معامل ”× هو 1 نقوم بقسمة معامل × على 2 ثم نربع ذلك 
المقدار. 

نبد أمنا عندما يكون معامل × لا يساوي 1 فنقسم جميع أطراف المعادلة 
:على هذا المعامل ليصبح المعامل الجديد ل× هو 1. ثم نقوم بتطبيق 
الفقرة (أ) أعلاه. 


وبالرجوع للمعادلة في هذا المثال لدينا: 


x -2x=1 
أي أن معامل ”× يساوي 1 وأن معامل × هو 2- ولذلك فإنذا سنقوم بإضافة‎ 
-2 
الحد ”(ح-) = *(1-) =1 ونحصل على:‎ 


ر معادات بمتفیر واحد § 


x 2Ix+l=l+1 


xX 2x +1 =2‏ 
وباستخدام المربع الكامل نحصل على: 
(x-1 =2‏ 
وبأخذ الجذر لطرفي المعادلة نحصل على: 
x-1 = F2‏ 
وبالتالي فإن: 
x1 = ~2 or x1 = 2‏ 
أي أن: 
x= 1-2 or x= 1+2‏ 


ويعني ذلك وجود حلين للمعادلة التربيعية هما 1+42 ٣ه‏ 1-2 


حل المعادلة الثربيعية التالية باستخدام طريقة إكمال المربع 


Solve the following quadratic equation using the completing square 


method 
2x -8x+3 =0 
بطرق الثايت 3 من طرفي المعادلة نحصل على:‎ 
2x? - 8 = -3 
وبقسمة طرفي المعادلة على 2 نحصل على:‎ 
xX 4X = 2 
2 


نضيف الثابت لإكمال المربع وباتباع القاعد السابقة بالشكل 
AR E‏ 
a = (2 =4‏ 


إلى طرقي المعادلة لنحصل على: 


PES 
2 


وبإكمال المربع نحصل على: 


5 
= = ۸-2 
2 ) ( 
آي آن: 
KX-2=¥ 2‏ 
2 
وبالئالي فإن: 
X-2= - 2 or x2 = 3‏ 
12 2 
أي أن: 
حم 
XK =2- 2 or xX=2+ 3‏ 
2 2 
ويعني هذا أن هناك حلين حقيقيين للمعادلة التربيعية هما: 
_ 
or XR=2+¥‏ 2= 
۶ 2 


ويمكن تلخيص الخطوات الواجب إتباعها لحل المعادلات الثربيعية بطريقة 


إكمال المريع کالاتي: 
The following are the steps to solve the quadratic equation by‏ 
completing the square method‏ 


1“ الخطوة الأولى: نضيف ثابت لطرفي المعادلة لحذف الثابت الموجود في 
طرفها الأيسر 


Add constant to both sides of the equation to remove the constant 
term from the left side. 


2- الخطوة الثائية: لقسم على معامل *× إذا كان المعامل لا يساوي واحد 
لجعله واحد 


Divide by the coefficient of x? if it is not equal to one. 


ثابت نحصل عليه من قسمة معامل × على 2 ثم تربع المقدار 
To complete the square in equation, add the square of one — half the‏ 
coefficient of x to both sides,‏ 
4- الخطوة السرابعة: بعد أن يصبح الطرف الأيسر للمعادلة مريعاً كاملاً 
نأخذ الجذر التربيعي لطرفي المعادلة ثم نقوم بتبسيط الناتج لإيجاد الحل أو الحلول 
للمعادلة التربيعية 


Now the left side is a complete square, take the square root to both 
sides and complete the solution. 


حل المعادلات التالية للأسئلة (11-1): 


Solve the following equations 
DI+Y=5-¥ 

2) 2¥ -5 =-3¥ -5 

3) 4Y - 5 (1-3¥(=1- 3)1 -4¥( 
4 3x -2 + 4)1 -×( = 5 )1 - 2×(- 12 


5) 6 [2x +1 -2 (2x - 1)] +4 = 4 [1 + 2 (3 -×([ 


{(b) for z 
(b) for t 
(b) for y 


6( 3 7 _ +1 
2 3 


9( =+ = ٤ (a) for c 
E RU8 

10( 2+ =1 (a) for z 
Zz 

(fort‏ :+ ر 


حل التطبيقاث التالية لاأسئلة (14-12): 


Solve the following applications 


2) قبل خمس سنوات» عمر أحمد كان ضعف عمر علي. أوجد عمر أحمد الآن 


لذا کان مجموع عمرهما اليوم يساوي (43) سذة. 
Five years ago, Ahmed was twice as old as Ali. Find the present age of‏ 


Ahmed if the sum of their ages today is (43) years. 


مجموع ما حصل عليه عمر لسنة كاملة من الاستثمارين هو $1200. ما 


هو المبلغ المستثمر لكل نسبة من النسب؟ 


Omar invests twice as much at 10% as he invested at 7%. His total 
annual income from the two investments is 1200$. How much is invested 


at each rate? 


14) اسنثمر محمد مبلغ 55000 لنسبة 10% أكثر من نسبة 15%ء ومجموع ما 
حصسل عليه لسنة واحدة من الاستثمار هو 51500. ما هو المبلغ الذي 


استثمر لكل نسبة من النسب؟ 


Mohamed invested 5000$ more at 10% than at 15%, and received a total 
interest income of 1500$ for one year. How much did he invest at each 


rate? 


:)39-15( حل المعادلات التربيعية التالية بأي من الطرق المثاسبة للأسئلة‎ 
Solve the following quadratice equations by any appropriate method 


16( 3x 2x - 6) = -2x +3 
18) 2x - 6x-4 =0 

20) (2x +3) (x +1) = (x +2) (x - 3) +4 
22) 2x + 4x-8 =0 

24) 2x? + 10x + 10 =0 

26) 14x + 6 (x? 5) = 2X - 6 
28) 4x + 6x» -8 =0 

30) 2x + 10x + 12 =0 

32( )» + 1(” = 2 )»- 1 
34) xX - 6x +9 =0 

36) x + 4x +4 =0 

38) (x +3) (x-3( =X -9 


15( 15× = 30 )» + 2( 
17 x = 4 x - 1(7 )-2( 
19) 3x = 12x - 4 
21) 2x + 12X2 =0 
23) 2x? - 6-2 =0 
25) 4x? - 8x =3 

27) 2x? + 6x +2 =0 
29) 2% +2x-6 =0 
31) 6% (x +2) + 7 =4 
33) x - 5x + 6 =0 
35) x -7x +12 =0 
37) 2x? + 5x +3 =0 
39) 2x + 2x-3 =0 


3-1 مقدمة 


3-2 المجموعات وتظرية المجموعات 
3-3 الفترات 
3-4 المتباينات الخطية بمتغير واحد 


3-5 المتباينات التإبيعية بمتفير واحد ۰ 
3-6 القيم المطلقة 
أستلة القصل الثالث إ 


1 


ا 
ا 
أ 
ا 


SS 


الفصل الثالف 
المتباينات 
Inequalities‏ 
ا31 مقدمة :Introduüction‏ 

تم في الفصل الأول التعرف على الأعداد الحقيقية sإمادNu‏ اaءR‏ 
وخصائصها العامة ء# نامه زا1 وكذلك تم التعرف على معنى الأعداد 
الحقيقية ءاوه ؟ه ع«1١ةه.‏ وفي الفصل الثاني تم التعرف على المعادلات 
الخطية والتربيعية لمتغير وأحد Linear and Quadratic Equations In One‏ 
eاVariab‏ وطرق الحل المناسبة لھا Solving Methods‏ eiطآ.‏ وفي هذا الفصل 
سسيتم التعسرف على مفاهيم رياضية جديدة lJ New Mathematica! Concepts‏ 
علاقة وثيقة بتعريف وخصائص ومعنى الأعداد الحقيقية ألا وهي المجموعات واع؟ 
والفترأت اعام[ والمتباينات الخطسية والتربيعية بمتغير واحد Linear an‏ 
Quadratic Inequalities In One Variable‏ من خلال التعرف على المتباينائت 
ts‏ ورموزها واستخداماتها وتطبيقاتها الكثيرة. وكذلك سيتم حل كثير من 
الأمسئلة يمامصه×ع والأمظة التطبيقية وعام ۳× عنام مه والتي تساعد في 
الاستفادة من مفهوم المتباينات لحل كثير من المشاكل التطبيقية. وسيحتوي الفصل 
في نهایته علی کثیر من الأسئلة ومز .E×e‏ 

سيتضمن الفصل عدة مباحث وهي المبحث 3-2 المجموعات وام؟ ونظرية 
المجموعات رامع۲1 1ء5 والمبحث 3-3 الفشرات وله۲۷ه)"1 والمبحث 3-4 
المتباينات الخطية بہمثغیر واد Linear hnequality In One Variable‏ والمبحث 


3-5 المتباينات الثر بيعية بمٽغير وl>د Quadratic Inequality In One Variable‏ 
حيرا المبحث 3-6 القيم المطلقةٌ sعں[ج۷‏ عutاهوطك.‏ 


الرياضيات وتطبيقاة 


قي الوم ار ر 


| 32 المجموعات 86 
٠‏ ونظرية الجموعات :Set he0‏ 
سننبداً الحديث عن المجموعات واء؟ وطرق التعامJ‏ معا How to Deal‏ 
with Ss‏ والعلاقات التي تخصسها psنطRelations heir‏ بمحاولىة تعریف 
المجموعة {ءء أولاً كالآتي: 


Set: Any well-defined collection of objects, These objects are 
called members or elements of that set. 


These members or elements usually written within this kind of 
parentheses { } to designate a set using one of these letters A, B, C, D, 
... Or İf the number of sets are very big, then we usually use the letters 
AÃı, A2, A3, ... to designate our sets. 


Examples of sets: 
1) The set of all students io Math. course. 
2) The football team in a university. 
3) The set of all households in Amman. 
4) The set of Integer numbers. 
ويلاحظ من الأمتة أعلاه أن المجموعة اءء هي تجمع من مفردات‎ 
ااه بفترض أن يكون لها صفة أو صفات مشتركةء فمجموعة فربق كرة‎ 
القدم في الجامعة يتألف من عدد من الطابة في الجامعة واللذين يلعبون ضمن نفس‎ 
الففريق» أُما مجموعة الأعداد الصحيحة فهي جميع الأعداد الصحيحة التي تم‎ 
اقرف لها سابقا رفغا لوضف فة الجر عات ر اها‎ 
وحيث أننا سندرس المجموعات ضمن مادة الرياضيات من خلال هذا الكتاب‎ 
لذلك سيثم التركيز هنا لكثابة والتعامل مع مجموعات الأعداد.‎ 
:Methods for writing sets تعgaجnزا ما عن طرق كتابة‎ 


1) Listing Method: 

if it is possible to specify all elements of a set, then, we can use this 
method to describe the set by listing all the elements and enclosing the 
list inside braces. 


The general form of listing the elements a1 , a2 , 3, ... , An inside 
the set A, me have: 


A= {41,۵2 ,33, ... , n} 


where, a,i=1,2,3,...,n are called members or elements of 
the set, 


We say that element aj is a member of (belongs to) the set A, and 
write a € A. 


for example, set A consists of the elements 1 , 2 , 3. Then, we write 
A= {1,2,3}, and 1 € A, 2ë A, and 3 € A. 


2) Rule Method: 

if it is not possible or in which it would be inconvenient to list all 
members or elements of a particular set, Then, we can use what is called 
the Rule ~ Method. In which, we have to specify and state a rule for 
memıbership of the elements in the set, 


For example to write the set of reali numbers between the two 
numbers a and b. Then, we use 


A= {x|a<x <b, where a and b are reals} 


3) Venn — Diagram: 

this method is to present the set by a graph, this graph may be a 
rectangular or a circle to designate the set and then specify all elements in 
side this set. Also, this graph maybe the real Hine and all sets can be 
presented by the specified points or intervals on this line, 


The general form for Venn —~ Diagram may be: 


A 1 2 3 Or RE 


* # # E 


سنقوم الآن وبعض استعراض طرق عرض المجموعات بالتعامل مع بعض 
الأمثلة المناسبة لتعريف وكثابة مجموعات الأعداد وكالآتي: 


في العليم الردارية والاقتصادية_ 


Write the set of Natural Numbers ةızڊطJ أكتب مجموعة الأعداد‎ 


الأعسداد الطبيعية وكما تم وصفها سابقاً هي الأعداد ... , 3 , 2 , 1ء ويرمز 
ألمجموعة الأعداد الطبيعية بالرمز ١‏ وستمثل المجموعة التالية: 
NETS‏ 


Write the set of Integer Numbers أكثب مجمو عة الأعداد لصي‎ 


الأعسداد الصحيحة وكما تم وصفها سابقاً هي الأعداد الطبيعية ١‏ ومماثلاتها 
مسن القيم السالبة ونقطة الصفر؛ ويرمز لمجموعة الأعداد الصحيحة بالرمز 1 
وستمثل المجموعة التالية: 


TH 2 OLA RSF 


Write the set of odd Naturals اكتب مجفوعة الأعداد الطبيعية لفردية‎ 


هذه المجموعة هي جزء اموطں؟ من الأعداد الطبيعية السابقة الذكر N‏ والتي 
لها خاصية أن تكون تلك الفردية منها وبالتالي فإن هذه المجموعة ولتكن ۸ هي: 
A={1,3,5,7,..}‏ 


7 ,2 اگثب مجموغة الأعداد الطبيعية بين العددين‎ 
Write the set of Naturals between 2 and 7 
لكتابة هذه المجموعة علينا نمييز أربعة حالات مختلفة كالآئي:‎ 
a) Both 2 and 7 are included in the set, say A, then: 
A={2,3,4,5,6,7} 
b) Both 2 and 7 are not included in the set, say B, then: 
B={3,4,5,6} 


2 E E EE 
FETT mm 


a a a BE o.‏ م و 


¢) 2 is included in the set, say C, but 7 is not, then: 
C={2,3,45,6} 
d) 7 is included in the set, say D, but 2 is not, then: 
D={3,4,5,6,7} 
ويلاحظ مسن خلال الحالات أعلاه أن هناك فرق واضع في وصف‎ 
المجمسوعات من خلال المفردات الداخلة فيها عن طريق وصف تلك المجموعات‎ 


.Listing the elements ةnئlقll‎ 


أكتب مجموعة الأغدlد‏ nlقgة Write the set of Real Numbers‏ 
وكما تم وصف الأعداد الحقيقية سابقاً والتي لا يمكن تمييز مفرداتها وبالتالي 
فإنسنا لا نستطيع استخدام طريقة القائمة ع«ناء1 والتي تم اعثمادها للأمثظة السابقة 
وذلك لصعوية تحديد جميع العناصر الداخلة ضمن هذه المجموعة. ولذلك يجب 

علينا استخدام طريقة القاعدة ١إ‏ بالشكل التالي: 


R={X|- <x <o} 


7 أكتب مجموعة الأعداد الحقبقية وارسمها بين العددين 2 و‎ 
Write and graph the set of Reals between 2 and 7 
وكما تلام ملاحظته ضمن مثال (4) السابق فإن هناك أربعة حالات مخئلفة‎ 
يمکن تمييزها کالآتي:‎ 
a) 2 and 7 are included in the set, say A, , then: 
Aı={x|2 Sx S7, x is real number } 


b) 2 and 7 not included in the set, say A, , then: 


Aı={ x|2 <x <7 , x İs real number } 


يقتا في اللوم اودارية واافتصادي__ 
o) 2 is included in the set, say Aş , but 7 is not, then:‏ 
Aa = {x|2 <x <7 , x is real number }‏ 


d) 7 is included in the set, say A4 „, but 2 is not, then: 


Aı={x| 2 <x S7 , x is real number } 


وهنا أيضاً يمكن ملاحظة أن الحالات الأربعة أعلاه تعطي مجموعات 


تلف 
أما عن رسم هذه المجموعات فلدينا: 
Aı‏ 
س py‏ ددد )و 
7 2 0 
A2‏ 
j) ilr‏ 
7 2 0 


A3 
( 
0 2 7 


کک ا ا d4‏ 
7 2 0 


سنقوم الآن بتعريف وئسمية عدد من المجموعات بأسماء محددة وأشكال 
معينة ورموز معتمدة كالآتي: 


Identity Set: A set that contains only one element such as A = {1} , B = 
{0}, and C = {c} 


Empty Set: A set that contains no elements, denoted by ¢ , which is also 
called the null set, Such as 


A = { x | x is an integer between 7 and 8} 
B = { x| x is a real number and x? = -1} 


Universal Set: A set that contains all subsets and all elements of a given 
study, denoted by U or S. This set is also called a Sample 
Space, denoted by $. 


Subset: A set A is said to be a subset of another set B if every element of 
A is also an element of B. In such a case, we write A Ç B. 


This relationship can be presented by Venn-diagram as follows: 


: @ 
Note: From the above definitions, we can notice that: 


1) Any set A is a subset of the Universal set U 


That is, A GU 


2) Any set A is a subset of itself. 
That is, A CA 

3) An empty set Û is a subset of any set A. 
That is, ¢ © A 

Therefore, we can say, in general, Q CG A cC U 


اكتب المجموغات الجزثية للأعداد 1,2,3 
Write all subsets of 1 , 2, 3‏ 
وهنا يمكن القول بأن المجموعات الجزئية ءءء والتي يمكن تكوينها من 
استخدام الأعداد 1,3 هي تبدأ من أصغر مجموعة وهي ۾ 
ثم نأخذ الأعداد كلا على حدة لتكون المجموعات [1)ء [2) 3 ثم نأخذ 
الأعداد كل اثئين مع بعض لنحصل على المجموعاث 2 › 41 [3 ء 1 3 » 2) 
وأخيراً نأخذ الأعداد الثلاثة مع بعضها لتكون المجموعة الأكبر ل = [3 » 2ء 1) 
وبالتالي فإن المجموعات الجزئية هي: 
Subsets: ¢ , {1} , {2}, {3}, {1,2},{1,3}, {2,3},U‏ 


ما عن العلاقات التي يمكن ملاحظتها للمجمو عات ‘Relationships on Sets‏ 


الإدارية والاقتصادية 


1) Intersection: The intersection of two sets A and B, denoted by 
A N B is the set that contains all elements in A and in 
B presented as 


U 
و‎ 
2) Union: The union of two sets A and B, denoted by A U B is the 


set that contains all elements that are in A or in B or in 
both presented as: 


3) Complement: The complement of a set A, denoted by AorA?, 
is the set of al! elements that are in U, but not is A 
presented as: 


4) Equal: Two sets A and B are said to be equal if A&C B and 
B C A. In such a case we write A = B, 


5) Mutually Exclusive: Two sets A. and B are said to be mutually 
exclusive (or disjoint) if and only if A ^ B = ¢ 
presented as: 


e 1 CT 
AEE Bı 


E _ E 


ويلاحظ أن الفرق بين الشكلين أن 8 ن 4 = ل للحالة التي في الجهة 
اليمنى» أما الأخرى فليست كذلك. 

باستخدام العلاقات السابقة التعريف هناك بعض العلاقات التي نستطيع 
إيجادها أو تحديدها من ذلك وهي کكالآتي: 
DAUA=A ٤ ANA=A‏ 
DAUB=BUA , ANB=BNA‏ 

Commutative laws Jll وتسمى خاصية‎ 
3) AU (B U C) = (A UB) UC 


AN(B NC) =(ANB)NC 
وتسمى خاصية التشارك وw ھا 0۷وی‎ 


4) A^ (B U C) = (A NB) U(A NC) 
AU(BNO =(AUB)JN(AUC) 
Distributive laws gqjوتلl وتسمى خاصية‎ 
5) AUU=U AuU)=A 
AnU=A Aneê=p 
Identity laws وتسمى خاصية الوحدة‎ 
OAUA =O AnA =p 
Complement laws Aمnnتملا وتسمى خاصية‎ 
7)(AUB)° = A N B° 
(ANB) = A u B° 
وئسمی قوانین دې مور غان ۷ا 418ع0۲"م۲‎ 
أما عن بعض الأمثلة الي تستخدم الخصائص والتسميات أعلاه فيمكن‎ 
عرضها كالآتي:‎ 


افترض أن 1 = ل وافترص المجموعات الجزئية التالية: 
A the set of integers greater than or equal 2 and less than 5.‏ 
B the set of integers greater than or equal 0.‏ 
N the Natural set.‏ 


حدد العلاقات وأوجد المجموعات التي يمكن الحصول عليها من المجموعات 
أعلاه. 
U=1={...,3,2,-1,0,1,2,3.‏ 
في هذا المثال لدينا المجموعات التالية: 
A= {2,-1,0,1.,2,3,4‏ 
B={0,1,2,3,4,...}‏ 
N={1,2,3,4,..}‏ 
ونلاحظ هنا أن N C8‏ وهذا يعن 8= NB =N yNUB‏ 
وكذلك لدينا ما يلي من العلاقات: 
ANB={0,1,2,3,4}‏ 
AUB={2,-1,0,1,2,3,4,..}‏ 
AnN={1,2,3,4‏ 
AUN={2,-1,0,1,2,3,..}‏ 
AUB=AUN‏ 
A= {...,4,-3,5,6,..}‏ 
B°={...,-3,-2,-1}‏ 


افتزص أن ل تمثل مجموعة الأعداد الحقيفية ۸ = ا 
وافترض أن: 

A={x|1SxKS2} 
B={x|l1.SsSx <3} 
C={x|1sxs4} 


D={x|xz4} 


حدد العلاقات وأوجد المجموعات التي يمكن الحصول عليها من المجموعات 
أعلاه. 


نلاحظ هنا أن ٥‏ ع ۸ وهذا يعني أن € ٥=‏ ل ۸ و ۸ = ۸٥C‏ ۸ وللاحظ 
أیضاً آن ۾ = 2 ۸ ۸ وهذا يعنسي أن 5 , ۸ متنافيتان وكذلك لدينا ما يلي من 
العلاقات: 


ANB={x|l1SsSxs2} 
AUB={x|Isx<3} 
CAD={x|x=4 } = {4} 
CUD={x|1sSx<o} 


AUD={x|1Sx<2}uU{x|1>4} 
A= {x|eo<x<l}U{x|[2<x<o} 
B°={x|-e<x<1.5}U{x|3 Sx <o} 
C= {x|-<x<1}U{x|4<x<o} 
D={x|x<4} 


أوجد العلاقات التي تربط بين المجموعات التالية: 
Find all relationships between the following sets‏ 
a@LeA={1,3,5}andB={1,2,3,4,5,6}‏ 


we notice here that A G B 
b) Let A = {-2 , +2} and B = {x | x= 4} 


solving the quadratic equation x = 4 gives the solution xX = F2. 


Therefore, A = B 


ا الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والاقتصادية 
ر 3-3 الفنjز‏ ات :Ioteryals‏ 

كمسا رأيسنا سابقاً وعند الحديث عن خاصية الترتيب لمجموعات الأعداد 
وبالأخص الأعداد نaقيقıة Properties in Real Numbers‏ ھي: 


If a and b are real numbers, such that a is less than b. Then, we 
write a < b which is called an inequality. 


وقي هذا المبحث سنركز على وصف هذه المتباينة ومماثلاتها بشكل فثرات 
!ntervas‏ كالآتي: 


a) If a and b are real numbers, such that a < b. Then, the open interval 
from a to b, denoted by (a , b), is the set of all real numbers x that lie 
between a and b. Thus, 


{a „, b) = {x | x is real number and a < x < b} 


b) Similarly, the closed interval from a to b, denoted by [a , bJ], is the set 
of all real numbers that lie between a and b together with a and b 
included. Thus, 


{a „, b] = {x | x is real number and a <= x < b} 

c) Semi closed or Semi open intervals are defined as follows: 
[a , b) = {x | x is real number and a & x < b} 
(a , b] = {x | is real number and a < x 5 b} 

لجمسيع الفترات الأربعة (ط , ه) » [ط , 4] » [ط , 4) و (ط , 4] الحدان 4 , ا 
يعرفان على أنهما حدا الفثرة كا«إمم مء بحيث أن الفترة المفتوحة لا تحثوي على 
الحد المفثوح فيه الفترة عندها أما الفثرة المغلقة فتحتوي على الحد المغلق فيه الفترة 
عنده. ويمكن عرض الشكل الذي يمثل كل فترة كالآتي: 


a) ( a,b) س ى‎ rr ا17‎ 
2 a b 
b( { a,b] : : EE 


hı و د ت‎ 
as al b 


(a, bj ت‎ 
a b 


ويلاحظ هنا مدى التشابه الكبيسر بين قراءة ورسم الفترات وتعريف 
المجموعات كما تم في المبحث السابق. 

ويجب الإشارة هنا إلى أنه هناك بعض الفتراث الغير محدودة ed‏ ل0uاول‏ 
ههام لتعني جميع الفترات من الشكل أن نبداً بقيمة معينة وتكون مفتوحة إلى 
+ أو أن ثبداً من ~١‏ وتنتهي بقيمة معينة. ومن أشكال هذه الفترات التالي: 


ررر ررر وروم ورووروریا ا 


a) (a, e) = {x :xX >a} ا‎ 


b) [a, 0) = {x :x > a} ورور ررر ورور د‎ 
, (sx 4 
e) Lee, b) = {x :x <b} E e E 


dز‎ (eo b] ت‎ {x :xک‎ b} a 


وفي نهاية لمبحث ستعرض بعض الأمثلة المناسبة لقراءة الفترات ورسمها 
وعلاقاتها كالآتي: 


write the following in the interval form تıİ اکثب التالي بشکل فتر‎ 
WASXKXS8 


الفترة التي تمثل هذه القيم هي الفترة المغلقة بالشكل: 
[2,8={x:2Sx S8}‏ 


ورسمها بالشگل: 
a‏ 
8 2 0 


b) x >-4‏ 
هذه الفشرة المفتوحة تمثل جميع القيم الحقيقية والتي تبدأ من القيمة 4- 


بالشکل: 
{X !-4 <x <o} = {xX :X > -4}‏ = )4,0( 
ورسمها بالشکل: 
e PP PPPIIIIIIILIRILIIIIILIILS‏ 
0 4- 


آ34 المتباينات الخطية بمتغير واحد: 


Linear Inequalities in one variable 4 


بالرجوع لتعريف المعادلة الخطية بمتغير واحد Linear equation in oe‏ 
ماطونعوv‏ وكما رآينا سابقاًء يمكن تعريف المتباينة الخطية بمتغير واحد ضمن هذا 


المبحث حيث أن الشكل العام للمتباينة بمتغير واحد هو أحد الحالاث التالية: 


ax +b <0 or ax+b>OÛ 


ax +b <0 or ax +b >0 
where a # Û , a and b are real numbers. 
وكما تم تعريف حل المعادلة الخطية يتم تعريف حل المتباينة الخطية بأحد‎ 
الأشكال التالية:‎ 
General form for the solution of Linear inequality in one variable: 


Or 2 -—‏ ج 
a a‏ 


b 
XS or 2~ 
a a 


ولا بسد من الإشارة هنا إلى الرجوع للقوائين التي سبق ذكرها في خاصية 
الترتيب المتعلقة بمجموعة الأعداد الحقيقية عند حل الأمثلة والني سيتم عرضها 


أوجد حل المتباينات التالية: 
Find all real numbers that satisfy the inequality‏ 
a xz 1‏ 
حل هذه المتباينة هو < + وذلك بقسمة طرفي المتباينة على العدد 2 
b) 3x—5 <10‏ 
وحل هذه المتباينة يتم بإصافة العدد 5 لطرفي المتباينة لنحصل على: 
3K <15‏ 
ومن ثم نقسم طرفي المتباينة على العدد 3 لنحصل على الحل 5> × 
C©(3-xS2x +4‏ 
لحل هذه المتباينة نضيف × لطرفي المتباينة لنحصل على: 
53x +4‏ 3 
ثم نقوم بطر ح العدد 4 من طرفي المتباينة لنحصل على: 
3x‏ > 1- 


وأخيراً نقوم بقسمة طرفي المتباينة على العدد 3 لنحصل على الحل: 


1 
7 or يږ‎ 
3 3 


:Solve the following inequalities ıJ اوجد حل النمنباینات‎ 


a4 5-2x<7 
حل هذه المتباينة يتم بطرح العدد 5 من طرفي المتباينة لنحصل على:‎ 
2x <2 


وعند قسمة طرفي المتباينة على العدد (2-) لإيجاد الحلء علينا مراعاة أن 
القسمة على عدد سالب يعكس شكل المتباينة وبالتالي نحصل على: 


فى اللوم الإدارية رالافتصادية 


b) E 
2 
يمكن حل هذه المتباينة بعدة طرق منها يمكن ضرب طرفي المثباينة بالعدد‎ 
وذلك للتخلص من العدد ولتسهیل العمليات الحسابية فنحصل على:‎ 2 
10x-1<2x+6 
وبطرح ×2 من طرفي المتباينة وكذلك بإضافة العدد 1 للطرفين نحصل‎ 
علی:‎ 
8x <7 
وأخيراً وعند قسمة طرفي المتباينة على العدد 8 نحصل على الحل وهو:‎ 


7 
x> 
8 


حل المتباينة المزدوجة التالية: 
Solve the double inequality for x‏ 
5<2x+7 <13‏ 
في هذه المتباينة المزدوجة يظهر المتغير × في وسط الشكل وبالتالي فإن حل 
هذه المتباينة المزدوجة سيتم بحل المتباينئين الناتجتين معا كالآتي: 
نبدأً بطرح العدد 7 من جميع أطراف هذه المتباينة لنحصل على: 
2x <6‏ < 2- 
وبالقسمة على العدد 2 نحصل على الحل وهو: 


~1 <X<3 


حل المتباينة المزدوجة التالية: 
Solve the double inequality‏ 
2x+1<3-x<2X+5‏ 
لحسل هذا السنوع من المتباينات المزدوجة علينا أولاً قراءتها على شكل 
متباينين کالآتي: 
×-3> 1+×2 المتباينة الأولى 
5+×2>×-3 المتباينة الثانية 
ثم نقوم بحل كل منها على حدة كالآتي: 


a) 3x+1 <3 -x 
4x <2 


1 
E 
2 


b)3-x<2x+5 
-3x >2 


وبالتالي فإن حل المتباينة المزدوجة هو: 


x< = and 5 
3 


ويمكن كتابة الحل بالشكل النهائي التالي: 


2 1 
n 
3 2 


أما عن تطبيقات المتباينات فكثيرة منها التطبيقات التي تخص تحديد الأرباح 
Manufacturer's profit‏ والذي سيعرض في المثال (16) التاليء وتطبيقات 
الاسستثمار امع ”اوم1 والذي سيتم في المثال (17) التالي وكذلك تطبيقات اثخاذ 


الرياضيات وتطبيةاتها في العلوم الإدارية والافتصادية___ 


(9 


القرارات بشأن الإنتاجية 0۸ء0 «هامںلهء۲ والذي سيتم في المثال 
التالى: 


مصسنع للأجهزة الإلكترونية يبيع الأجهزة المنتجة لديه بسعر 100 دينار 
للجهاز الواحدء علماً بأن التكاليف الأسبوعية هي 10000 دينار وأن تكلفة الجهاز 
السواحد هو 80 ديناراً. أوجد عدد الأجهزة الإلكترونية التي باستطاعة المصنع 
صنعها وبيعها أسبوعياً لتحقيق ربحاً أسبوعياً 1000 دينار على الأقل. 


The manufacturer of electronic appliances can sell all he can 
produce at the selling price of 100 J.D. each. It costs him 80 J.D. to 
produce each item, and he has overhead costs of 10000 J.D. per week. 
Find the number of units he should produce and sell to make a profit of at 
least 1000 J.D. per week. 


لنفرض أن عدد الأجهزة المنتجة والمباعة لهذا المصنع هي × وبالتالي فإن: 
Cost = 10000 + 80 x‏ الكلفة 
Revenue = 100 x‏ العائد 
Profit = Revenue — Cost‏ lلريج‏ 
P  =100 x (10000 + 80 x)‏ 
P =20 x- 10000‏ 
ولذلك فإن قيمة × » أي عدد الأجهزة المنتجة والمباعة والتي تحقق ربحاً 
على الأقل 1000 دينار أسبوعياً هي قيمة × التي تحقق التالي: 
P > 1000‏ 
ويعني ذلك: 
x 10000 > 1000‏ 20 
ويمكن حل هذه المتباينة بإضافة 10000 لطرفي المتباينة ثم القسمة على 20 
لنحصل على: 


أي أن: 
450 < × 
ويعني ذلك أن على المصنع أن ينتج على الأقل 450 جهاز لتحقيق على 
الأقل 1000 ديناراً كربح أسبوعي. 


يستطيع أحد رجال الأعمال استثمار 7000 ديناراً بحيث يضع قسم منه 
بمعدل ربح 7% والباقي بمعدل رقم 10%. ما هي الكمية القصوى التي يجب عليه 
أن يستثمر ها بالمعدل 7% لتحقيق على الأقل 500 دينار كربح سنوي. 


A Business man has 7000 J.D. to invest. He wants to invest some 
of it at 7% and the rest at 10%. What is the maximum amount he should 
invest at 7% if he wants an annual invest income of at least 500 J.D. per 
year, 
لتفرض أن الكمية التي سيضعها بمعدل ربح 7% هو × وبالتالي قإن الكمية‎ 
500 التي سيضعها معدل ربح 10% هو (×-7000). ولتحقيق ربحاً على الأقل‎ 

دينار لديئا المنباينة التالية: 
x + 10% (7000 -— x) > 500‏ 7% 


أي أن: 
x + 700 - 0.10 x > 500‏ 0.07 
x >-0‏ 0.17- 
وبالتالي فإِن: 


>+ ويعني ذلك أن 1176.47 > × 


وبالتالي فإن رجل الأعمال يمكن أن يضع 1176.47 ديناراً كحد أقصى 
بالمعدل 7% لتحقيق الريح المعين. 


يود مدير مصنع اتخاذ القرار بشأن التصنيع من عدمه لأحد الأجهزة الواجب 
تهيئستها لإدارة مصسنعه» فإذا أراد شراء هذا الجهاز من الخارج فإن تكلفة الجهاز 
السواحد 1,5 ديناراً أما إذا أراد تصنيعه في المصنع فإنه سيزيد من الكلفة الكلية 
بالمقدار 500 ديناراً شهرياً علماً أن تكلفة الجهاز الواحد هو 1 دينار. فما هو عبد 
الأجهزة التي عليه تهيئتها شهرياً ليستطيع اتخاذ القرار بشأن تصنيع الأجهزة داخل 
المصنع. 

The management of a manufacturing firm wants to decide whether 

they should manufacture their own items, which the firm has been 
purchasing from outside suppliers at 1.5 J.D. each. Manufacturing the 
item will increase the overhead costs of the firm by 500 J.D. per month, 
and the cost of the item will be i J.D. How many items would have to be 


used by the firm each month to justify a decision to manufacture their 
own iterms. 


لأجل اتخاذ القرار بشأن التصنيع داخل المصتع يجب أن تكون كلفة الشراء 
أكبر من كلفة التصنيع كالآتي: 


Cost of purchasing > Cost of manufacturing 
1.5 x > x + 500 
0.5 x > 500 
Xx > 1000 


لذلك فإذا احستاج المصنع على الأقل 1000 جهاز شهرياً على صاحب 
المصنع تصنيعها في الداخل. 


ا35 المتباينات التزبيعية بمتغير واحد: 
Quadratic Inequalities in one variable 4‏ 
وكما تم تعريف المعادلة التربيعية بمتغير واحدء سابقاًء بالشكل العام التالي: 
a+ bx+ce=0‏ 
where a # 0 , a „ b , and c are real constants‏ 
يمكن تعريف المتباينة التربيعية بمتغير واحد بأحد الأشكال التالبة: 
ax +bx+c>0‏ 


ax +bx+e>O0 


where a # 0. a, b , and c are real constants 
وبنفس الأسلوب الذي تم اتباعه لحل المعادلات التربيعيةء كما ورد سابقأء‎ 
نستطيع حل المتباينات التربيعية والأمظة التالية تشير إلى المعنى كالآتي:‎ 


:Solve the following inequality ıi ةiیابتملا' حل‎ 


xX -3x>0 
سنقوم بحل هذه المتباينة أولاً عن طريق تحويلها إلى معادلة لنحصل على:‎ 
x» -3X=0 
وباستخراج الحد المشترك × نحصل على:‎ 
KF =0 
وذلك يعني أن أصفار المعادلة التربيعية هما 0 = × و 0= 3 - × والذي يعني‎ 
2K | أن‎ 
نقوم الآن برسم هاتين النقطتين على خط الأعداد الحقيقية وتحديد الإشارات‎ 
ED كالآتي:‎ 
× ا س إشارة‎ 
-3 0 


ا إشارة 3- × 


ا الرياضيات وتطبيقادها في العلوم الإدارية والاف 


ولتحديد الإشارة الموجبة للمتباينة 0 < 3 - ”× والذي يمثل الحل فإن الحل 


Xx <-3 or X>0 


ret 


:Solve the following inequality alli حل المتباينة الثربيعية‎ 


x +3X-450 
وبنفس الأسلوب المتبع في المثال السابق نحول المتباينة إلى معادلة ثربيعية‎ 
كالآتي:‎ 
x +3x-4=0 


وياستخدام أسلوب التحليل إلى العوامل نحصل على: 
(x+ 4) (x-1) =0‏ 
وعند حل كل من حدود المعادلة نحصل على الحل: 


x= -4 or KS 


ولتحديد الإشارة لدينا: 


ارک ا >R‏ إشارة 1 - × 
1 0 4- 

ا 4 ا إشارة 4+ × 
01 24 


وبالتالي فإن حل المتباينة الثربيعية سيكون عندما 1 ك ×> 4 


:Absolute values القيم ائفطلغقة‎ 36 ٠ 


If x is areal number, then the absolute value of x, denoted by |x| , is 
defined by: 
xX ifx>0 
|| = 
XK ifx <0 
for example: |2| = 2 , |-3| = -(-3) = 3 , and |0| =0. 


وبالتالي فإنه من الواضح أن القيمة المطلقة لأي عدد حقيقي هو عدد حقيقي 


|x z2 0 ويعني ذلك ن‎ nonnegative re41 ںہ‎ be8 موجب‎ 


وهناك بعض العلاقات الواجب معرفتها قبل الدخول في حساب القيم المطلقة 

والتي سيتم عرضها كالآتي (بدون براهين لأنها خارجة عن أهداف هذا الكتاب): 
If |a| = b „, where b > 0 then either‏ )1 

a= b or a= -b 

2) If fal = |b| , then either a=b or a= -b 

3) ll = xl = ê 

4) |x| < aif and only if -a < x <a 

5) |x| > a if and only if either x > a or X<-a 


6) la b| = lal . lb| 


» اا‎ b #0 
b 


والآن سنقوم بعرض بعض الأمثلة للتعامل مع مفهوم القيم المطلقة وباثباع 
العلاقات التي ورد ذكرها أعلاه لحل المعادلات والمتباينات والمثضمنة لمفهوم 
القيمة المطلقة كالآتي: 


:Solve for x أوجد قيمة × لكل مما يأٿي‎ 
a 2x -4| = 6 


بالرجوع لتعريف القيمة المطلفة واستخدام العلاقة رقم (1) أعلاه نجد أن 


لدینا: 
2x4 =6 or 2x-4 =6‏ 
وبحل كل واحدة من هاتين المعادلتين بالطرق السابق ذكرها نحصل على: 
KXa5 or x= -1‏ 


b( |2x + 5| = |3x - 1| 


وبالسرجوع لتعريف القيمة المطاقة واستخدام العلاقة رقم (2) أعلاه نجد أن 


لديتا: 
2K +5 =3 -1 of 2x +5 = -3×-1(‏ 
2x +5=3x =1 or 2x +5 =-3x +1‏ 
وبحل كل واحد من هاتين المعادلتين بالطرق السابقة نحصل على: 
XxX=4 or E‏ 
5 


عبر عن ما يلي باستخدام القيم المطلقة: 
Express the following using absolute values‏ 


A) x is at distance of 2 units from 5: |x - S| = 2 
b) x is at most 3 units from 4: |x - 4| < 3 
c) x is at least 5 units from 4: [x - 4| > 5 


d) x is greater than 8 units from 3: |x - 3| > 8 


e) x is within a units from c: |x - cj S a 


ا 


أوجد قيمة × التي تحقق المتباينات التالية: 
Solve for x the following inequalities‏ 


a) |3x-4| < 5 


بالرجوع لتعريف القيمة المطلقة واستخدام العلاقة رقم (4) أعلاه نجد أن: 
-5<3K-4<5‏ 
وبالرجوع لحل المتباينة المزدوجة أعلاء (كما رأينا سابقاً) وبإضافة العدد 4 
لأطراف المتبايلة نحصل على: 


-1 < 3x <9 


ثم بالقسمة على العدد 3 نحصل على الحل: 


1 <X<3 
3 


b) 3x -4j >7 


وبالرجوع لتعريف القيمة المطلقة واستخدام العلاقة رقم (5) أعلاه نجد أن: 


3x-4>7 or 3x -4 < 7 
سنحل كل من هاتين المتباينتين كالآتي:‎ 
3x >1! of 3x <-3 
ا‎ or x<-1 
3 


اوجد ناتج کل مما يأتي :Evaluate the following‏ 


a) |2) | = |2| |3| = 2.3 =6 
b( |)-2( 3) = |-2| 3| =2. 3= 6 
©) |) - 2) (x + 3| = |« - 2| |x + 3| 


E £‏ 
الرياضهات رتطبيقاتها في العلوم الإدارية والافتصادية 


:Solve the following inequality حل lالمنبqذة تة‎ 


ب 2x3‏ 
7 
بالرجو ع لتعريف القيمة المطلقة واستخدام العلاقة رقم (5) أعلاه نجد أن: 
2-3 2 |„ 2-3 
7 م 
وسنقوم بحل كل من هاتين المتباينتين كالآتي: 
2x-327 or 2x-35 7‏ 
2x >10 or 2x <-4‏ 
or XS -2‏ 


:)8-1( للأسئلة‎ Describe the folowing إكثب المجموعات التالية 5او‎ 
1) The set of natural numbers less than 10. 
2) The set of even integers greater than 3, 
3) The set of all prime natural numbers less than 20. 
4) The set of real numbers in the interval [-1 „ 1]. 
5) The set of real numbers greater than —5 and less than or equal to 3. 
6) The set of real numbers greater than of equal to zero, 


7) The set of real numbers and x - x - 2 = 0 


8) The set of all numbers y such that y = „ where h is a natural 
+ 
numbers, 


9) Write S „ A, and A“. Then find A U A „A ^ AÛ 


10) Write S , A , and B. The find A ^B, AUB, A,B, A NB°, 
A U B° for the following three cases. 


D={x:x<1} 


Find: A ^B,ANC,AND,BNC,BAND.,CAD,A®,B°.C®, 
D,AUB,AUC,AUD,BUC,BUD,BUD,(A NB) 
(A U B)® , (A N O° , (AuC) , (A 0 D)® , (A U DJ 
(B^ C)® „(Bu C)° “BADY¥, BUD) „(Cn D)®,(CuD)®, 
AA B®,A®UB®,AnC®,Af uC, An D®°,AuDf, 
BAC , BUC, B® nD, Bu D°, CAD, and C® uD 


:)27-12( لاأىىثلة‎ Solve the following neg uدا:‎ ties حل المتپایات التاثية‎ 


12) 3-2x >7 13) 31 3y < 5y +7 
142 Gx-D)>2+5 (%-1) رر وا‎ 
1 1 7 
16( 5-=× > 2+ =) + 1( 17) 2x+- <13 
3 2 9 
18) 7< 2x +5 <13 19) 4 <x -2 <4 
20) 6x ~11 < 3x +1 < 5x —- 7 21)2x>x+1 >3 - 5 
22) (« + 2( ) + 3( < )» - 2 23) Gx + 1) (x2) < (x - 4) (3+3) 
24) 9 5 4 - 6x < 12 25) × - 3× < 0 
26 و > ر و‎ 


حل لإيجاد قيمة × لكل مما يأتي × ١ه‏ ماه فاأسئلة (39-28): 


28) |x - 5| =2 29) |4x - 3| = |3 + 5| 


30) |x - 2| <3 31) |x + 5| >2 


32( و‎ 33) |6» - 2| = 7 
إ5-×3|‎ 
34) |6» - 7| = |3 + 2x| 35( کا‎ =6 
2-× 
36) x + 6| <3 37) 2x - 3| 5 6 


دج م د 1> |2 + |x‏ )38 


حل التطبيقات التالية وروا 01e the folowing app‏ ئلأسىئلة (42-40): 


0) لدی شخص 5000 دینار للاستثمار بحیٹ يضع قسم منها بمعدل ربح 6% 
والباقي بمعدل ربح 8%. فإذا رغب الشخص بتحقيق ربح سنوي قدره على 
الأقل 370 ديناراً. ما هي الكمية القصوى التي يجب أن يستثم رها بمعدل 6% 
لتحقيق ذلك الربح. 


A man has 5000 J.D. which he wants to invest. Some at 6% and the 
rest at 8%, If he wants an annual interest income of at least 370 J,D. 
what is the maximum amount he should invest at 6%. 


1) شركة تستطيع بيع كل ما تنتجه من وحدات مصنعة بسعر 200 دينار للوحدة 
الواحدة. التكلفة الشهرية الثابتة للشركة هي 30000 دينار وكلفة تصنيع 
السوحدة الواحدة هو 130 دينار. أوجد عدد القطع الواجب تصنيعها وبيعها 
شهرباً تحقيق ربح شهري على الأقل 2500 دينار. 


A company can sell all the units produced at a price of 200 J.D. each. 
Monthly fixed costs are 30000 J.D. and the units cost 130 J.D. each. 
Find the number of units which must be manufactured and sold each 
month to obtain a monthly profit of at least 2500 J.D. 


2) مصسنع لصناعة السيارات يرغب في اتخاذ القرار بشأن تصنيع قطع معينة 
يحتاج إليها في صنع السيارات والتي كان يشثريها من مصنع آخر بسعر 
0 دينار للقطعة الواحدة. تصنيع هذه القطع سيزيد من الكلفة الثابتة للمصئع 


أسبوعياً 1000 ديتار مضافاً على كلفة صنع الوحدة الواحدة بمقدار 1.90 
دينار. أوجد دد القطع التي يحتاجها المصنع أسبوعيأً لاتخاذ القرار بشأن 
تصنيعها داخل المصنع. 


A firm manufacturing cars wants to know whether to manufacture 
their own gaskets, which the firm has been purchasing from outside 
supplier at 3.00 J.D. for each unit. Manufacturing the items will 
increase the overhead costs by 1000 J.D. cach week ant it will cost 
1.90 J.D. to manufacture each gasket. How many gaskets must be 
used by the firm each week to justify manufacturing the gaskets in 
the firm. 
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يمة وآئد لات 


الفصل الراب 
الخطوط المستفيمة وأنظمة الممادلات الخطية 
Straight lines and Systems‏ 
of Linear Equations‏ 


ا41 مقدمة Introduction‏ 

تسم فسي الفصل الثاني در أسة المعادلات الخطية sمه‏ نا۴۹۷ مما بجميع 
تفاصيلهاء وفسي هذا الفصل سيتم التعامل مع الخطوط المستقيمة يمنا ٤٣عنه۲)؟‏ 
والتي تمتل المعادلات الخطية ورسوماتها التي تتضح بكونها خطوط مستقيمة. 
وكذلك سيتم التعرف في هذا الفصل على أنظمة المعادلات الخطية ه وصعاور؟ 
1.inear Equations‏ و الذي يمتل معادلة خطية أو أکڈر One Linear Equation or‏ 
م0. وكسذلك سيتم التعسرف في هذا الفصل على كثير من المفاهيم الرياضية 
Mathematical Concepts‏ الم_رادفة لهذ الدراسة ومنها الإحداثبات الكارتيزية 
Cartesian Coordinates‏ المسافة بين نقطتين ءعء۸هو51ء ميل الخط المسئقيم 
عpهاS‏ وكذلك على طريقة رسم المعاد لات اiخط¦طية «Graph of Linear Equations‏ 

وسيتضمن الفصل أيضاً على كثير من الأمثلة 6sامسة»8‏ وكثير من الأماثظة 
التطبيقية ءامص ×8 4عناممه لتوضصيح أهمية مفاهيم هذا الفصل في الجائب 
التطبيقي وكذلك سيتضمن الفصل في نهایته على كثير من الأسئلة sعوز›م×E.‏ 

سيتضمن الفصل عدة مباحث هي المبحث 4-2 نظام المحاور الكارتيزية 
Cartesian Coordinates System‏ و البحتث 4-3 صيځة The Distance All‏ 
aاuصFor‏ و المبحث 4-4 سم المعادلات الخطية لمتغيرين Graphing Linear‏ 
Equations in two Variables‏ والبحث 4-5 المیل مم10 11e‏ والمبحث 4-6 
صيغة الميل والنقطة aإدصره۴‏ ممه۲-81«زم۴ والمبحث 4-7 المعادلات الخطية أر 
المستقيماث الأفقية والعمودية Horizontal and Vertical Lines‏ والمبحث 4-8 
الخطوط المستقفيمة المثوازية وأnتaامدة Parallel and Perpendicular Lines‏ 
والمبحث 4-9 تطبيقات ورسم المعادلات الخطية Applications and Graphing‏ 


Systems لات الخطية لمتغيرين‎ 
وفوا المبحت 4-11 أنظمة المعادلات‎ cof linear equations in two variables 
.System of linear equations in three variables JÎ الخطية لثلاث خير‎ 
:Cartesian coordinates system ةيjزږتراگکلا نظام المحاور‎ 42|, 

يعتبر نظام الأعداد الحقيقية هو القاعدة الأساسية لهذا الفصل ولهذا الكثاب 
بصورة عامة في فس الوقتٽ؛ء حيث أن هذا لظام The system of real numbers‏ 
هو مجموعة من الأعداد الحقيقية مع بعض العمليات الجبرية من جمع وطرح 
وضرب ومة addition, subtraction, multiplication and division‏ للأعداد 
الحفيقية كما تم الحديث عنه وبكافة التفاصيل في الفصل الأول. 

ويكون من المفسيد والنافع لعرض مجموعة الأعداد الحقيقية وكما تم في 
الفصل الأول من خلال معنى الأعداد الحقيقية أن مجموعة الأعداد الحقيقية تمثل 
خط عا من القيم الحقيقية ويسمى هذا الخط بالخط الكارتيزي ”)°2 
ordinate‏ أو أن تمثل مجموعة الأعداد الحقيقية على شكل رسم بياني يمثل خط 
مستفیم للأرقام ]ine‏ umbersم.‏ وپمکن تحدید نقطة ٤مم‏ على هذا المستقیم بشكل 
عشوائي لتمثل الرقم صفر دمص ١ء2‏ وتمثل هذه النقطة نقطة البداية أو الأصل 
«إعتإه» ومن هذه النقطة ذأخذ على الاتجاهين الأيمن والأيسر مسافات محددة 
ومشساوية لتحديد وحدات القيأس ءاہعصء »مص قه ا١ن‏ ونضع الأعداد الحقيقية 
ونبد على جهة اليمين من الصفر z۲0‏ fه‏ عة الأعداد الموجبة من 1 صعوداً إلى 
«م+ والأعداد السالبة على جهة اليسار من الصفر 1f 0f z0‏ وآيضاً بدا من 1- 
نزولاً إلى ١ء٠‏ وكما هو واضح من الشكل رقم (1) التالي: 

3 


8 4.42 1 0.12 14 Jine 


الشكل رقم (1) 
راسم خط الأعداد الحقيفية 


TA A‏ آعلاء في التعريف التالي: 

الشسط الكارتيزي ع1ا «واوم۲ه٤:‏ هو الخط من الأعداد الحقيقية والمتمثل 
بنقطة الأصل origin‏ واتجاە موجىب 00أdirect positive‏ ووحدە قياس unit 0f‏ 
»meAsurements‏ بحیث أن هناك علاقة واحد لواحد ع«0-0أ-ع«ن بين مجموعة 
الأعداد الحقيقية sرعطسن»‏ ۵1ع fه‏ مء والنقاط التي تقع على الخط الكارتيزي أو ما 
يسمى بخط الأعداد الحقيقية عدا لةعإ. 

اما عندما یکون لدینا محورین متعامدين ءعمزا ۲ةانء امهم أحدهما أفقي 
horizonta1 1ine‏ والآخر عمودي 18ا لوعناإء يتقاطعان عند نقطة الأصل اعام 
عسندئذ يمثل تمثيل النقاط في مستوى ١١1م‏ والذي يسمى نظام المحاور الكارتيزية 
.Cartesian coordinate system‏ 

يسمى المسستقيم الأفقسي باسم الإحداثي السيني و×ه-× ويسمى المستقيم 

ا دي باسم الإحداثي الصادي ءن×ه-ر وهذان المستقيمان يتقاطعان في نقطة 
تسمى بنقطة الأصل دنعذإه وهي النقطة (0,0)» حيث أن الإحداثي السيني لها صفر 
والإحداثي الصادي أيضاً صفر. 

ولتحديد مقياس الرسم للنظام ترتب القيم الموجبة على يمين نقطة الأصل 
والقيم السالبة على يسار نقطة الأصل بالنسبة للإحداثي الأفقي وأجه-× 


Positive numbers to the right of the origin and negative numbers to 
the left of the origin. 


أما بالنسبة للإحداثي الصادي ونجه-ر فإن القيم الموجبة تكون أعلى نقطة 
الأصل أما القيم السالبة فتكون أسفل نقطة الأصل 


Positive numbers lying above the origin and negative numbers 
lying below the origin. 


اما عن مقاییس الرسم e”٣۶‏ rںیھعص‏ ۴ہ انون فلا تحتاج أن تكون نفسها 
وقد تم عمل ذلك فعلاً في التطبيقات المخئلفة حيث يمكن عرض كميات مختلفة لكل 
محسور فمثلاً عندما يمثل المحور السيني × عدد الحاسبات المباعة ويمثل المحور 


الصادي ر المبالغ العائدة من البيع فإن مقاييس الرسم يفضل أن تكون مختلفة في 
وحدة القیاس ءعاھءء different number o‏ وہالتالسي یمکن تلخیص ما سبق 
بالتعريف الئالي: 
الخطوط الكارئيسزية esاaمنل0۲ه»‏ «ھزوع†+و: أو ما يسمى بالمستوى 
الكارتيزي عام «داوه!۲ة هو زوج من المحاور المتعامدة في نقطة الأصل 
(0,0) ويسميان بالإحداثي السيني ون×ه-× والإحداثي الصادي ءنجة-ر. 

ويمكن رسم النقاط ودزمم والمعادلات و«0ناوuوء‏ والدوال كم0تاعس؟ عادة 
على هذه الإحداثيات كالآتي: 

النقطة امامم في المستوى هام يمكن عرضها وتمتيلها بشكل أحادي 
yاunigue‏ في أي مكان على هذا المستوى بواسطة الأزواج المرتبة order pairs‏ 
من الأعداد. والزوج (ر , ×) حيث أن × يمثل الرقم الأول طن" اوا ور يمثل 
الثاني ١#طام‏ 4« ٠ءء‏ وهما الإحداثي السيني × والإحداثي الصادي ر للنقطة 
( , ×) والتي يمكن رسمها على المستوى عدوام-ر× . 

الشكل رقم (2) التالي يمثل المستوى ١١هام-ر×‏ ورسم النقاط التالية: النقطة 
4 بالإحداثيات (3 , 4) والنقطة 8B‏ بالإحداثيات (5 , 3-) والنقطة ٤‏ بالإحدائيات 
(4-, 3-) والنقطة < بالإحداتيات (3- , 4-) وكذلك نقطة الأصل (0 , 0). 

هذا الشكل يمثل المحورين المتعامدين في نقطة الأصل (0 , 0) حيث يقسمان 
المستوى عمهام-ر× إلى أربعة أجزاء متساوية هي الربع الأول والذي يمثل جميع 
النقاط بالقيم الموجبة ل» والقيم الموجبة لر والربع الثاني الذي يمثل جميع النقاط 
بالقيم السالبة × والقيم الموجبة لس والريع الثالث والذي يمثل جميع النقاط بالقيم 
السالبة ل× والقيم السالبة لر وأخيراً الريع الرابع والذي يمثل جميع النقاط بالقيم 


الموجبة ل والقيم السالبة لر. 


الشكل رقم (2) 
رسم النقاط 4 ,8 ٣,‏ ,5 على المستوی عروام-ر× 


ويلاحظ أنه وبصورة عامة لا توجد نقطتين على المستوی منساویتين» حيث 
أن (ر.») # («,ر) ويمكن ملاحظة ذلك ويبوضوح من النقطتين 2,۸. 


43 صيغة ıThe Distance Formula lull‏ 
إحدى استخدامات نظام المحاور كار تAıjıة Cartesian Coordinate System‏ 
والمهمة هو إيجاد المسافة بين نقطتين على المستوى The distance between any‏ 
two points in the plane‏ من خلال الإحداثيات وeاه”iلإ0مهء‏ الخاصة بهذه النقاط. 
بافتسراض أن النقطتسين هما (رل , إ») , (در , د») فإن المسافة بين هاتين 
النقطثین ہام Distance between these two‏ ویر مز لھا بالرمز 4» یمکن 
إيجادها وبواسطة نظرية بيشكورن ۸١0ء1‏ «4هإ0ع4طار بالشكل التالي: 


ر - رر( +( - )ل کل 


وسيتم تطبيق هذه الطريقة لإيجاد المسافة بين نقطتين كما في الأمثلة التالية: 


أوجد المسافة بين النقطتين ۸ ٥,‏ من الشكل السابق: 
Find the distance between the points (4,3) and (-3,-4):‏ 


using the distance formula ol لإيجاد المسافة نستخدم العلاقة‎ 
d= (x, ~4 ( +(Ya = (7 


= | )-3-4(* + )-4-3(* = )-7( + )-77 = 49 49 = 8 


8, أوجد المسافة بين النقطتین ۸ے‎ 
Find the distance between the points (-6,-6) and (6,6) 


بتطبيق صيغة المسافة واuمصإه؟‏ وعصواوزل مطغ لدينا: 


d= (x = i) + (y~ ر‎ 
= 6-67 + 6-6 = C12 + C12) = 144 +144 = 288 


d = 16.97056 


أربعة مدن 1ء 2ء 3ء 4 كما في الشكل رقم (3) التالي. يراد ربط المدينتين 
2 و 4 بطريقين سريعين. الطريق الأول (1) ينطلق من المدينة 2 إلى المدينة 4 
من خلال المدينة 1 حيث أن الطريق الذي يربط المدينة 1 بالمدينة 4 هو طريق 
ساحلي. أما الطريق الثاني (2) فينطلق من المدينة 2 إلى المدينة 4 من خلال 
المدينة 3 حيث أنه يتضمن طريق جبلي بين المدينتين 3 و4. رغب أحد السائقين 


الذهاب من المدينة 2 إلى المديتة 4 بمعدل سرعة 60 ميل/ساعة باستخدام الطريق 


الأول (1) وبمعدل سرعة 50 ميل/ساعة باستخدام الطريق الثاني (2). ما هو 
الطريق الذي يسلكه للوصول بوقت أقل. 


Towns 1, 2, 3, and 4 are located as in figure (3). Two highways 
connect towns and 4. Highway (1), from town 2 to town 4 via town l1, 
includes coastal highway joining towns 1 and 4. And highway (2), from 
town 2 to town 4, includes a mountain highway joining towns 3 and 4. 
Driver wisles to drive from town 2 to town 4 and can drive with average 
of 60 mph using highway (1) and 50 mph using highway (2), Which road 
should he take minimizing the time spent for driving. 


y miles 


Town 4 )2( الطريق‎ 


چ ت 
x miles‏ 20 150 . .100 )0,0( 
Town | (150,0)‏ 
Town 2‏ 
الطريق (1) ` 
الشكل رقم (3) 
رسم المثال (3) 


لتحديد الطريق الذي سيستغرق وقتاً أقصرء علينا حساب الوقت اللازم لقطع 
الطريق (1) ومقارئته مع الوقت اللازم لقطع الطريق (2) كالآئي: 


1( إذا سلك السائق الطسريق (1) فالمسافة ,ل المقطوعة بتطبيق صبيغة 
المسافة هي: 


1 


dı = (150-0) + (0-0) + (50-0) + (1500) 
= (150) +0 + (50) + (1507 
= (150) + 2500 + 22500 
= 150 + 25000 


308,1188 = 158.11383 + 150 = 
وبالتالي فإن الوقت ٣1”١‏ اللازمة لقطع هذه المسافة هو ر1 كالآتي: 
308.11388 (المسافة بالأميال) ل 


۲,( الزمن‎ = = 5.14 
E GEL 2 


ويعني هذ! أن الوقت اللازم ليذه الرحلة هو 5.14 ساعة 
2) أما إذا سلك السائق الطريق (2) فالمسافة رل المقطوعة بتطبيق صيغة 
المسافة هي: 
d= (200-150 + (100-0) + (50 = 200)” + (150 ~10)‏ 
)50( + )150( + )100( + )50( = 
2500 + 22500+ 10000+ 2500~ = 


= 12500 + 25000 

= 111.8034 + 158.114 = 269.9174 x 270 

وبالتالي فإن الوقت ۲1”١‏ اللازم لقطع هذه المسافة هو ١‏ كالآتي: 
20 (المسافة بالأميال) رل 


4- س لس د د اإلزمن (ر1 
0 = (السرعة بالساعة/ ميل) ر5 ا 


ويعني هذا أن الوقت اللازم لهذه الرحلة هو 5.40 ساعة. 


TC RETETETOR GT GRRE ECCCCCTT LE 
5.14 وبمقارنة الوقتين نقول بأن على السائق أن يسلك الطريق (1) بالوقت‎ 
ساعة وهو الوقت الأفضل والأقل.‎ 


isti 


44 رسم المعادلات الخطية لمتغيرين؛ 


ا Graphing linear equations in two variables‏ 
المعادلة الخطية لمتغيرين هي المعادلة التي يمكن تكتب بالشكل أو الصيغة 
التالية: 
Ax + By=C‏ 


حيث أن ۸ , 8 , ٥‏ هي ثوابت حقيقية ولکن لیس 4 , 8 كليهما صشض؛ 
وثسمى هذه الصيغة بالصيغة القياسية صrه؟ .St ndar‏ 
على سبيل المثال لدينا المعادلات الثالية: 


Sx-4y=10,y=3x-3,¥y=-4,xX=6 

وجميعها معادلات خطية بمتغيرين» حيث أننا نستطيع تحويل جميع هذه 
المعادلات من أشكالها العادية إلى الشكل أو المعادلة القياسية ص0 لهاي 

أُما حل المعادلة بمتغيرين فهو الأزواج المرتبة كرنوم 4ءإم4إه من الأعداد 
الحقيقية التي تحقق المعادلة «مااة نيع satisfy the‏ 

فعلى سبيل المثال الزوج المرثب أو النقطة (3- , 0) هو الحل للمعادلة: 

-3 + 4y = -3 )0( + 4 )-3( = -12 وذلك لأن:‎ -3× + 4y = -2 

مجموعة الحل اء «0نان[هء للمعادلة بمتغيرين هو المجموعة لجميع جلول 
المعادلة. 


وعندما نقول رسم المعادلة «0ناةسوء مه طمصةع لمتغيرين فإننا نعني رسم 
مجموعة الحل في المستطيل للمحارر "nعاورء seton a rectangular coordinate‏ | 
وتكون جميع النقاط أو الحلول على شكل خط مستقيم ع« اداعنهاه. كذلك يمكن ‏ | 
كستابة المعادلة الخطية بمتغيرين ءعاطن٣و۷‏ 0س ¡١‏ «هنهناوع 2۲عها يالصيغة 


التالية: 


حيث أن: « , ا ثوابت حقيفية. 


وهي أيضساً تمتل معادلة خطية وأن رسمها يكون على شكل خط مستقيم» 
سوى أن هذا الشكل يدل على اعتماد المتغير ر على المتغير × بالشكل الخطي 
ا + ×ص وأن n‏ يمثل ميل الخط المسنقيم عا ااعنهءst slope of the‏ وأن 0ا يمثل 
الثابت أو المقطع على الإحداثي الصادي للخط إلمسûقيp intercept of the straight‏ 
#«ااء وهذان المفهومان سيتم الحديث عنهما وبشكل أوسع لاحقاً. 

المعادلسة أو الصسيغة الثانية ا + × = ر هي حالة خاصة من المعادلة أو 
الصيغة الأرلی ٥‏ = ر8 + 4۸ عندما يكرن 0+ 8. 

والرسم يمكن أن يتم باستخدام أي من الصيغتينء حيث أننا نقوم برسم أي 
نقطتين مسن مجمو عة pû Graph any two points from the solution set JaJ‏ 
نصل النقطتين بخط ليمتل رسم الخط المستقيم. 

عندما يقطع الخط المستقيم أياً من المحاور اجه× أو ونجه-ر فتلك النقاط أي 
نقاط الثقاطع تسمى بالمساقط أو معاملات التقاطع ءامءء١١٠:.‏ وأبسط طريقة أو 
أسلوب لإيجاد هذه التقاطعات هو بافتراض أن 0 = × ثم إيجاد قيمة ر المقابلة بعد 
التعويض فسي المعادلة الخطية لإيجاد معامل التقاطع مء٠ءعا«-».‏ ثم نفوض أن 
0 = روإيجاد فيمة × المقابلة بعد التعويض في المعادلة الخطية لإيجاد معامل 
التقاطع ام#٥ءع٤م1‏ - ر. ومن المفضل أحياناً أن نجد نقطة ثالثة لغرض التأكد. ومن 
ثم رسم نقطتي التقاطع وإيصالهما بالخط المستقيم الذي بمثل رسم المعادلة الخطية 
والأمثلة الثالية لنوضيح ذلك. 


:Graph the following equation ارسم عاد ية‎ 
-3% + 4 = 12 


لأجل الرسم علينا تحديد بعض النقاط والتي تمثل بعض من حلول المعادلة 


ومسن الواضح أننا اخترنا قيمة موجبة وهي 4 وقيمة سالبة وهي 4- وئقطة 
الصفر لعمل هذا الجدول المصغر من القيم المحتملة للمعادلة. وكذلك يلاحظ أن 
النقطتين (0,3) و(0 , 4-) هما نقطتا تقاطع المعادلة مع الإحداثبين السيني والصادي 
sاcepءteم.‏ وبتعيين تلك النقاط على ع«دام-ر× يكون الرسم كما في الشكل رقم 


(4) التالي: 


(4,6) 
check point 


x-iptercept (-4,0) 


انشكل رقم (4) 
رسم المعادلة 12 = 3x + 4y‏ 


:Graph the following equation ةيلlتلا أرسم المعادلة‎ 


لأجل الرسم يمكننا إيجاد وتحديد النقاط الثالية: 


2 
5 


RSHRSDI PISS 


ويكون الرسم كما في الشكل رقم (5) التالي: 


الشكل رقم (5) 
رسم المعادلة 1 ×3 = ر 
ک4 اميل :Slope‏ 

يعثبر الميل مصهاء للخط المستقيم من الخصائص المهمة للمعادلة الخطية 
ومقياس رقي مفيد جداً لقياس انحدار الخط المستقيم؛ ولهذا فإن فكرة الميل 
استخدمت بشكل واسع لهذه الغاية. والميل ١ص٠اءء‏ والذي يرمز له بالرمز صء للخط 
المستقيم المار بنقطتين امام س ۷١(‏ , إ×) و (در , د») يمكن إيجاده من خلال 
الصسيغة الئالية :The following formula‏ 


حيث أن ×4 يمثل مقياس التغير في قيمة × › وتقراً دلتا × 
وأن ره يمثل مقياس الثغير في قيمة ر › وتقرأ دلتا ر 


پ 


FT FETE TEATTCEBY RIKAT EEN 


¥ 


(x2) 


Rise = Ay = (yay) 


{(xa2) 
(KY) 


Run = Ax = {x2-X;) 


الشكل رقم (6) 
توضیح معنی المیل مهای 


ويلاحظ هنا أن الميل للخط المستقيم الأفقي يساوي صفراًء أُما الميل الخط 
المستقيم العمودي فهو غير موجود أو غير معرف. 


The slope of a horizontal line is zero, and the slope of a vertical 
line is not defined. 


يمكن إيضاح ذلك بالمثال التالي: 


أوجد الميل للخط المستقيم لكل زوج من النقاط: 
Find the slope of the line through each pair of points.‏ 


a) (-2 , 5) and (4, -7)‏ 
الميل للخط المار بالتقطتين بافثراض أن (5 , 2) = (لرر») وأن = (2لييج) 
(7-,4) هو: 


I= ~7-5 5 -2 ھ ے2‎ 
x -% 4-)-2( 4+2 6 


ويلاحسظ أن الميل لا تنغير قيمته في حال تغيير النقاط الأولى بدل الثائية 
وبالعکس. فبافتراض أن (7-,4) = (ل») وآن (2,5-) = (درر») فإن الميل هو: 


b) (-3 , -1) and (-3 , 5)‏ 
بافثراض أن (1-, 3-) = (لر,») وأن (3,5-) = (در,د») هو فإن الميل هو: 


"<A 5-CD 51ے‎ 8 not defined 
ı~ ¬-3-)3() -3+3 0 


ويعني هذا أن الميل غير معرف والسبب أن × = ر× أي أن المسثقيم 
عمودي ۷6٤14|‏ 
(2,2), )6,4( )© 


بافتراض أن (2, 2) = (رر, ») وأن (4 , 6) = (دلر, د») فإن الميل هر: 


بصورة عامة يمكن أن يكون ميل المستقيم موجب عنازومم أو سالب 
1اه أو صفر 2670 وهي حالة أن لا يوجد ميل للمستقيم أو يمكن أن يكون 
الميل غير سرا .undefined‏ وهذه الحالات موضحة بأشكالها في الجدول التالي: 


EN TTT EE GREET 
Line Slope Example ا‎ 
1) Rising Positive (m>0) y 
ا‎ 
2 
= 2 =2 
Axr 1 
2) Failing Negative (m<0) 
-1 ی‎ 
Ax 
Xx 
3) Vertical Not defined 
E 
Ax 0 
undefined 
4) Horizontal Zero (m = 0) 
(XY) (x22) 
Ay _ zero 
m = x = = EFO 
Ax êx 
XxX 
)1( جدول رقم‎ 
الحالات المختلفة لقيم الميل‎ 


ضيات وتطبيقاتها في العلرم اودارية والاقتمادية 


46 صيغة اليل والنقطة :Point ~ Slope Formula‏ 
افرض أن المستقيم الذي ميله ١‏ يمر بنقطة ثابتة (ررر»). ولو كائث النقطة 
(,») هي أي نقطة أخرى يمر خلالها هذا المستقيم. فإن الميل » هو؛ 


ونستطيع أن نضع صيغة الميل " بضرب الوسطين والطرفين كما يلي: 


y-y =m (x~ x) 


وهذه الصيغة تسمى معادلة الميل و النقطة وااصإه؟ عم0اء-امامم للخط 
المسستقيم وهذه المعادلة مهمة جداً ونستطيع من خلالها إيجاد معادلة الخط المسئقيم 
عن طريق معرفة ميل ذلك الخط وأي نقطة تقع على ذلك الخط المستقيم. وكذلك 
نسستطيع من خلالها إيجاد معادنة الخط المستقيم المار بنقطتين. والمثال التالي 
يوضح هاتين الحالتين كالآتي: 


:Find the equation for the linê pn أوجد معادلة خط‎ 


a) passing through (-4,4) with slope 1 


يمر بالنقطة (4 -4) والميل ‏ واكتبها بالشكل النهائي: 
AX+BY=C‏ 

باستخدام الصيغة (×- »)ص = بإ لر 

وبافتراض أن (44) = (ہلا, ) وأن ج = لدينا: 


(4-» 2 =4-ر 


1 
4= (x +4 
4 ) 


4 
4= ×4 
4 
1 
~4= ¬ x+1 
4 
1 
~~ K<5 

A 


b) passing through the points (-3,3) and (-4,4)‏ 
لإيجاد معادلة الخط المار بالنقطتين (4,4-) = (لرر×) و (3,3-) = (دلإبج») 

علينا أولاً إيجاد ميل المستقيم المار خلال النقطتين وهو: 
1ے ا ے34ے لے 


1ا = = 


mM = = 
x-x% -3-(-4() -3+4 1 


وباستخدام هذا الميل 1- = " وأي من النقطتين ولتكن (3,3-) = (رر») فإن 
معادلة الخط المستقيم ستكون: 


y-yı =m (x—xp 

y-3 =1-)»-)3(( 

yY-3=-)» +3( 

y-3=-»-3 

کک 
TT‏ ط أو المستقيمات الأفقية والعمودية: 

Equations for Horizontal and vertical lines :‏ 
وكا تم ذكره سابقاً فإن الخط الأفقي ٥نا‏ 201ء10 هو الخط الذي يكتب 
بالشكل ٠‏ = ر والسذي يمستل خطاً موازياً للإحداثي السيني ونه-× عند القيمة > 
ويسمى معامل تقاطع ر امء0إهام:-ر وهذه الخطوط بصورة عامة يكون ميلها 1١‏ 
يساوي صفرء أي أن المعادلة هي ء + ×0 = ب. أما الخط العمودي فهو الخط الذي 
بكتب بالشكل » = × والذي يمثل خطاً موازياً للإحداثي الصادي ونجه-ر عند القيمة 
ء ويسمى معامل تقاطع × امه»10"!-»» وهذه الخطوط بصورة عامة عندما يكون 


معامل ر يساوي صفراء Ry‏ والأمظة الالية توضح 
معنى وأهمية متل هذه الخطوط. 


em 


معادلة الخط المستقيم الأفقي ١١ا‏ اها«20:ره1 والذي يمر بالنقطة (3,4-) هي 
4 = ر ومعادلة الخط المستقيم العمودي عدا اهء)ءه۷ والذي يمر بنفس النقطة هي 


3 


إذا علمت أن المعادلة الخطية هي 12 = ×6 + ب4. أوجد الميل " ومعامل 


تقاطع ر لرسم المعادلة. 
Given the linear equation 4y + 6x = 12, Find the slope and‏ 
y-intercept of its graph.‏ 


لإيجاد المسيل ومعامل تقاطع ر يجب وضع المعادلة بالصيغة الخاصة 
ط + ×ص = ر وبالتالي علينا حل المعادلة المعطاة لإيجاد ر بدلالة × كالآتي: 
4y + 6x = 12‏ 
4y = 12 - 6x‏ 


3 
×~-3 = 
E‏ 
وبالتالي فان ج =« وأن معلمل تقاطع ر هو 3= 0. 


i‏ 48 الخطوط الستقيمة المتوازية والمتعامدة: 
Parallel and perpendicular lines‏ 
e‏ المبحث سيتم ملاحظة الحالتين عندما يكون الخطان متوازيان أي لا 
ياثقيا مهما امتدا أو أن يكون أحدهما عمودي على الآخر وكما هو موضح لاحقاً 
بالإنجليزي والعربي 


Let Lı and L2 be two given lines, where m, is the slope of L, and 
m2 is the slope of L2. Then, Lı and Lz are said to be parallel, written as 


ETSY TE GEANTEEITCCA REESE اا‎ 


Lı || La , if and only if mı = m2. On the other hand, L, and L2 are said to 

be perpendicular, written as Lı L Lı, if and only if mma = -1 or ma = 

~1 

mn, 

ويتضح مسن ذلك أن معنى أن يكون الخطان المستقيمان متوازيان فهو أن 

يكون ميلهما متساوي (دص = ,«). أما أن يكون الخطان متعامدان فهو أن يكون 

حاصل ضرب میلهما يساوي 1- (1- = ۳2 ه). وبالتالي نستطیع من خلال هاتین 

العلاقتين تحديسد ميل أحد المستقيمات إذا علمنا أنه موازي أو متعامد مع مستفيم 

آخسر معلوم الميل وغيرها من التطبيقات التي تعتمد على هذا المعنى وسيتم من 
خلال الأمئلة توضيح ذلك كالآتي: 


لتكن 4 = ر2 - × معادلة خط مستقيم. أوجد معادلة الخطان المستقيمان اللذان 
يران بالنقطة (3-,2) ويكون أحدهما موازي والآخر متعامد مع الخط المستقيم 
المعلوم. 


Given the equation line as x - 2y = 4. Find the equation of a line 
that passes through (3,-3) and is: 


a) Parallel to the given line. 
b) Perpendicular to the given line, 
لإبجاد مبل الخط المستقيم المعلوم 4 = و2 - × علينا أولاً تحويله إلى الصيغة‎ 
العامة طا + ×" = لر ونحصل على:‎ 


x 2y =4 
ل2‎ =4 -× 
1 
= 2 + ا‎ 
y 2 
1 
= + -2 
2 2 


1 8 1 
ويعني هذا أن ميل الخط المستقيم المعلوم > m=‏ 


فإن كان هذا الخط موازياً للخط المستقيم المطلوب فإن ميل الخطان متساوي 
وبالتالي فإن ميل الخط المطلوب هو ج = ویما أنه يمر بالنقطة (3-,3) لذلك فإن 
معادلة الخط المستقيم يمكن إيجادها كما يلي: 


y-yı=m(x-xX) 


وهي معادلة الخط المطلوب في الفرع (ه) أعلاه. 
وإن كان الخط متعامداً مع الخط المستقيم المطلوب فإن حاصل ضرب ميلهما 
هو 1- وبالتالي فإن ميل الخط المطلوب هو: m=‏ أي أن: 


٣ 


ويمسا أن هذا الخط يمر بالنقطة (3-,3) لذلك فإن معادلة الخط المستقيم يمكن 
ايجادها كما يلي: 
Jy -yı =m (x - xı)‏ 
y -)-3(=-2 )x¬-3(‏ 
yJ +3 =-2x +6‏ 
y= -2x+3‏ 


وهي معادلة الخط المطلوب في الفرع (ط) أعلاه. 


tii rt 

أوجد معاد لات الخطوط المستقيمة التي تمر بالنقطة (2,3) وهي: 
أ) موازي للمستقيم الخاص بالمعادلة 6= 4x + 3y‏ 

ب) متعامد مع المستقيم الخاص بالمعادلة 0= 1+ ر3× 


Fine the equations of the lines passing through (2,3) that are: 


a) parallel to the line 4x + 3y =6 
b) perpendicular to the [ine x-3y +1 =0 


لحل الفسرع (ه) يجب علينا أولاً إيجاد ميل الخط المعلوم بعد تحويله إلى 
الصيغة العامة طا + حص = ر كالاآتي: 


3y =6‏ + «4 
3y = 6-4‏ 
4 
× -2= 
2= ر 
وبالتالسي فإن حي = » وإن كان هذا الخط موازياً للخط المطلوب فإن ميل 

الخط المطلوب هو أيضاً ےگ = « والذي يمر بالنقطة (2,3) وبالتالي يمكن إيجاد 
معادلته کالآتي: 


Jy yı =m (x ~ xı) 


-4 


3 کد 
y 3 (x -3)‏ 
4- 
-35—«x +4‏ 
y 3‏ 
J = —x+7‏ 


وهي معادلة الخط المطلوب في الفرع (ه) أعلاه. 


a 
العامة ط + ×" = ر کالآتي:‎ 


x-3y+1 =0 

-3y = -x-1 

E 
33 


وبالتالي فان ج = وإن كان هذا الخط متعامدً مع الخط المطلوب فإن ميل 
الط المطلوبا 3 لد ر والذي يمر بالنقطة (2,3) وبالتالي فإن معادلثه 


يمكن إيجادها كالآتي: 
y-yıam(&-x)‏ 


(2-×) 3- = 3- لر 
y-3=-3x +6‏ 
y= -3x +9‏ 


وهي معادلة الخط المستقيم للفرع (ط) أعلاه. 


حدد إن كانت زواج المستقيمات التالية متوازية أُم متعامدة أم غير ذلك: 
Determine whether the following pairs of lines are parallel,‏ 
perpendicular, or neither:‏ 
a) 2x + 3y = 6 and 3» - 2y = 6‏ 
b) 2y + 4x +1 =0 and yJ-2+2x=0‏ 
لتحديد فيما إذا كان المستقيمان متوازيان أم متعامدان أم غير ذلك علينا أولاً 
تحديد ميل كل منهما ثم تحديد الحالة المعينة. ولذلك فلدينا: 


لإيجاد ميل المعادلة الأولى لدينا: 6= a) 2x +3y‏ 


3y = 6-2 


ولإيجاد ميل المعادلة الثانية لدينا: 


3x-2y=6 
2y = 6 - 3× 
3 
= -3 + =x 
2 
3 
Ma = ~ 
2 

e -2 Mon a A 

وعند مقارنة الميلين >= and‏ کہ = سء یتبین آنھما المقلوب السالب 


لكلا متهماء أي أن حاصل ضربهما هر 1- فهما 1- = وصرص لذلك فإنها خطوط 
لمعادلات مستقيمة متعامدة فيما بينها. 


The pair of lines are perpendicular 


وباتباع نفس الأسلوب سنجد ميل كل من المعادلتين كالآتي (ط 


لإيجاد ميل المعادلة الأولى لدينا: 
2y + 4x-1 =0‏ 
2y = -4x +1‏ 
1 
~ +2 = 
2 3 
mı = ~2‏ 
لإيجاد ميل المعادلة الثانية لدينا: 
y-2 +2x=0‏ 
2+ 2%- = لر 
m2 = -2‏ . 


وبمقارنة الميلسين 2- = ر لص 2- = "١‏ » يتبين أنهما متساويان» أي أن 
دص = رص لذلك فهما خطوط لمعادلات مستقيمة متوازية مع بعضها 


The pair of lines are paralel. 


49 تطبيقات رسم العادلات الخطية: 
Applications and Graphing Linear Equations :‏ 
۰ من خلال الوصف السابق لأنواع المعادلات الخطية والمعادلات الخاصة بها 
ومحاولة رسم قسم منها نستطيع في هذا المبحث تلخيص جميع الأشكال ورسم 
المعادلات الخطية كالآتي: 
Equations of straight fine:‏ 


1) General formula AX+BY+C=0 
(A, B, C are constants, and A,B are both non zero) 


2) Slope - Intercept formula Y = mx + b 


3) Point — slope formula y-yı =m (x -x) 
4) Horizontal y=b (m =0) 
5) Vertical م‎ (m is undefined) 


وجميع هذه الأشكال يمكن رسمها عن طريق عمل جدول من القيم (لإبج) 
حيث أنه وبافقراض قيم × نحصل على قيم و من التعويض في أي من أشكال 
المعادلات» كما ويمكن الاستعانة بالمساقط ءامءءءهاه: لنحديد نقطتين على أي من 
الأشسكال ثم رسم الخط المستقيم الواصل بينها. والأمظة التالية لتوضيح عملية رسم 
المعادلاث الخطية كالاتي: 


mor wal 
ارسم معادلة الخط المستقيم التالية؛‎ 
Graph the following linear equation: 


2x- 3y =6 


أ ك 


وكما تم وسبق ذكره يمكن الاستعائة بنقطتي المساقط ءامءءءءا"! إن وجدث 


ثم رسم الخط المستقيم الواصل بينها. ويمكن أن نجد نقطة ثالثة للتأكد من صحة 


الحل. وهنا لدينا: 
عندما 0 = × لدینا: 
2x - 3y =6‏ 
3y = 6‏ - )0( 2 
-3¥y =6‏ 
2- = ل 
لذلك فإن النقطة الأولى (2-, 0) = (رل, ») 
أما عندما 0 = ر فلدينا: 
2x 3y =6‏ 
2x-3 )0( =6‏ 
6 د2 
K=3‏ 
لذلك فإن النقطة الثانية (0 , 3) = (2ل, د») 
أما النقطة الثالثة فلتكن عندما 2 = ر ولدينا: 
2x -3y =6‏ 
x» -3 )2(=6‏ 2 
2x-6=6‏ 
2x =12‏ 
Xx=6‏ 


لذلك فإن النقطة الثانية (2 , 6) = (2 ,2×) 


ولهذا سيكون رسم المعادلة كما في الشكل رقم (7) التالي: 


الشكل رقم (7) 
رسم المعادلة 6 = و3 - ×2 


ارسم المعادلة الخطية التالية: 
Graph the following equation:‏ 


4y +x-8=0 
وبنفس الأسلوب السابق يمكن إيجاد نقطتي المساقط كالآتي:‎ 
عندما 0 = × لدینا:‎ 
4y ~8 =0 
y=2 
أما عندما 0= ر فلدينا:‎ 
x~ 8 =0 
x=8 
ولتكن 4 = × لدينا:‎ 
4y +4-8=0 


الشكل رقم (8) 
رسم المعادلة 0 = 8 - × + ره 


أا عن الأمفة التطبيئية sءامدمة×ه‏ عنام م للمعادلاث الخطية وكيفية 
التعامل معهسا ورسمها فسيثم من خلال الأمثلة القادمةء حيث أن تطبيقات نموذج 
الكلفة الكلية 1ءلهممص اوهء جمم1 سيظهر في المثال رقم (15) والمثال رقم (16) . 
والمثال رقم (17)؛ أما علاقة العرض والطلب 4موصع( 4م راممنS‏ فسيظهر في 
المثال رقم (18) كالآثي: 


الكلفة الثابتة في اليوم الواحد هي 8100 والكلفة المتغير لعمل باوند واحد من 
الشاي هي أما أو 50.6. حدد معادلة الكلفة وارسمها ثم أوجد كلفة عمل 500 باوند 
من الشاي في اليوم الواحد. 


The fixed costs per day are $100, and the variable cost of 
processing 1 pound of tea is ar $0.6. Give the linear cost equation and 
graph it. Then, find the cost of processing 500 pounds of tea in one day. 


لنفرض أن ء تمثل الكلفة بالدو لار لعمل × باوند من الشاي لليوم الواحد. لهذا 
فإن الكلفة الكلية ادهء اداه تتمتل بالمعادلة الخطية التالية: 
Ca mx +b‏ 
حيث أن: "» يمثل الكلفة المتغيرة ادهء اطهنإه۷ لكل وحدة (لكل بواند) 
ط تمتل الكلفة الثابتة tومء fixed‏ 
ومن معديات هذ! المتال لدينا العلاقة التالية: 
C = 0.6 x + 100‏ 
ولرسم هذه المعادلة يمكننا استخدام نقطتين كالآتي: لنفرض أن 100 = × فإن 
0 = ونفرض أن 200 = × فإن 220 = ء. وبالتالي فإن النقطتين هما: 
(160 , 100) و (220 , 200) وسيكون الرسم كما في الشكل رقم (9) التالي: 
¢ 


100 200 30 


الشكل رقم (9) 
رسم المعادلة للمثال رقم (15) 


HE‏ ا لل 


TET STEEL EEN POOTER |‏ 
أا لإيجاد كلفة إنتاج 500 وحدة لدينا: 

C = 0.6 (500) + 100 = 400‏ 
أي أن إنتاج وتهيئة 500 باوند يكلف 5400. 


أوجد معادلة الكلفة C‏ لنموذج العلاقة الخطية إذا كانت الكلفة الثابتة هي 
0 لليوم الواحد وكلفة إنتاج 20 وحدة من المنتج هي 5600. 


Find an equation for C as a linear cost model of the fixed cost is 
$400 per day and it costs $600 to produce 20 units. 


المعادلة الخطية للكلفة هي: 
C= mx tb‏ 


وعند التعويض في هذه المعادلة بالقيمة التالية: 1=400 » 20 =× و 600 C=‏ 


نحصل على: 
20m + 400‏ = 600 
20m‏ = 200 
م 20 _ 
20 


والذي يمثل ميل عمه!1ء للمعادلة الخطية المطلوبة. وبالتالي فإن معادلة الكلفة 
المطلوبة هي: 


c= 10x + 400 


كلفة إنستاج 10 حاسبات في اليوم الواحد هي 52000 بينما الكلفة هي 
0 لإنستاج 25 حاسبة في اليوم الواحد. افترض الموديل الخطي للكلفة؛ حدد 
العلاقة التي تمثل معادلة الكلفة ء لإنتاج × حاسبة في اليوم الواحد وارسم المعادلة. 


The cost of manufacturing 10 computers per day is $2000, while it 
costs $3500 to produce 25 coniputers per day. Assuming 4û linear cost 
model determine the relationship representing the total cost ¢ uf 
producing x computers per day and graph the equation. 


من المعلومات المتوفرة في هذا التطبيق لدينا نقطتين تمتلان العلاقة بين عدد 
السوحدات المنستجة × وكلفة الإنتاج بر هما (10,2000) و (25,3500). وعند رسم 
هاتين النقطتين وإيصالهما بالخط المسنقيم فهو يمثل الرسم بالنسبة لمعادلة الكلفة 
الخطية ‏ والذي يظهر في الشكل رقم (10) التالي: 
4 
ا ¬ 3000 
¬ 2000 


1000 4 


الشكل رقم (10) 
رسم العلاقة في المثال رقم (17) 


أما الميل « للخط المستقيم الذي يربط بين هاتين النقطتين هو: 


MAA 3500-2000 _ 0 - 0 
3-1 25-10 15 


وباستخدام صيغة النقطة والميل فإن المعادلة الخطية لاكلفة المطلوية الخط 
المستقيم Linear cost mode‏ و الذي میله 100 = ص ويمل بالنقطة (10,2000) هي: 
C-Cı =m (x — x)‏ 
c- 2000 = 100 )x - 10(‏ 
c= 100x + 1000‏ 


وهي معادلة العلاقة المطلوبة. 


للسيارة الواحدة ولكنه يستطيع أن يبيع 15 سيارة في اليوم إذا كان السعر $4500 
للسيارة الواحدة. حدد معادلة الطلب وافترض أنها معادلة خطية. 


A car dealer can sell 10 cars per day at $5000 per car, but he can 
sell 15 cars if the price is $4500 per car. Determine the demand equation, 
assuming it is linear. 


نفشقرض أن × يمسثل كمية الطلب 4مصدصءل رانا»دسو والذي يمثل المحور 
الأفقي x-axis‏ ما السعر م للوحدة اصن عم عنام فيمثل المحور العمودي ؟أجه-لر 
وبالتالسي فإن النقطتين على منحنى الطلب ع۷إuع‏ موصعم هما (10,5000( 
و (15,4500(. 

وجا ان معادلة الطلب هي معادلة خطية ہنا وأ دمااوںوع demand‏ فلن 
هذه المعادلة هي معادلة خط مستقيم يمر بالنقطتين أعلاء. لذلك فإن الميل ص لهذه 
المعادلة هو: 


و _ 500 4500-5000 ے 2ال د رر 


= 15-10 5 


وباستخدام صيغة الميل 100- = ” والنقطة (10,5000) نستطيع إيجاد العلاقة 
الخطية كالآتي: 


y-yı =m (xk ¬—x) 

p —~ 5000 = -100 (x - 10( 
p~ 5000 = -100x + 1000 
p = -100x + 6000 


وهي معادلة الطلبة المطلوبة والشكل رقم (11) يمثل رسم المعادلة: 


10 20 30 40 50 60 


الشكل رقم (11) 
رسم المعادلة للمثال رقم (18) 


410 أنظمة العادلات الخطية لتخيرين: 
Systems of Linear Equations in two variables‏ 


n 


لقد تم تعريف المعادلة الخطية nدناةسوع‏ aع”ا‏ وكذلك تم التعرف على 
كيقية حلها للحصول على قيمة المتغير فيها. وسيتم هنا تعريف نظام من المعادلات 
الخية عتما ققرن يا أك ن معادلة خطية وشن اتير اا ريرك مها 
الحصول على قيم المتغيرات فيها. 
النظام الذي يحتوي علی معاداتین خطیتین وبمتغیرین هو النظام الذي له 
الشكل العام التالي: 
AX +BY =Cı‏ 
AX + BY = C:‏ 


حیث أن 4,42 و 8,82 و ٥,٥2‏ جميعها ثوابت حقيقية ویسمی 
System of two equations and two variables‏ 


وهناك العديد من المشاكل في الاقتصاد والمالية والإدارة أ ون8 
B00‏ تقود إلسى ما يعرف بأنظمة المعادلات الخطية ٣وعمنا‏ ن وصعاورS‏ 
ئم والمطلوب هو حل هذه الأنظمة والتوصل إلى النتائج. 


أما عن طرق حل أنظمة المعادلات الخطية بمتغيرين فهي: 


طريقة الرسم Graph Method.‏ )1 
طريقة الحذف Elimination by Addition.‏ )2 
طريقة التعويض Substitution.‏ )3 
وسيتم التعسرف على هذه الطرق المختلفة وكيفية استخدامها لحل الأمظة 


التطبيقية كالآتي: 


إذا كانت كلفة 2 قميص للكبار وقميص واحد للأطفال هي 59. وكائت كلفة 
قميص واحد للكبار وثلاث قمصان للأطفال هي 512. ما هو سعر كل قميص. 


Suppose that the cost of two adult shirts and one child shirt is $9 
and if one adult shirt and three child shirt cost $12. What is the price for 


each. 
لتفرض أن × يمثل سعر القميص للكبار‎ 
وأن ر يمثل سعر القميص للصغار‎ 
ويالتالي فإن:‎ 
2x+y=9 ..(( 
XxX+3y=12 ...)2( 
وهاثان المعاداتان تكونان نظاماً من معاداتين خطيتين ومتغيرتين (مجهولين)‎ 
هما ×و ل‎ 
System of two equations and two variables 
ولأجل حل هذا النظام لدينا:‎ 
a) Graph Method: 


نقوم برسم المعادلتين في مكان واحد والنقطة التي يتقاطع فيها الخطان 
المستقيمان للمعادلثين هو حل هاتين المعادلتين» بمعنى أنه حل للنظام. 

وكما تم رسم المعادلة الخطية سابقاً سنقوم برسم هاتين المعادلئين بعد عمل 
جدول بقيم كل منها كالآئي: 


)1( المعادلة‎ 2x+y =9 


4% 
Cem] 
E 
n ا‎ 
ډر؛ رن‎ 


2 =رة+× المعادلة (2) 


XxX: 0 3 6 
4 4 3 2 


ورسم المعاداتين يظهر في الشكل رقم (12) التالية: 


الشكل رقم (12) 
رسم المعادلتين في المثال رقم (19) 


ويلاحظ مسن الشسكل أعلاء أن نقطة التقاطع هي (3,3) وبالتالي فإن سعر 
قميص الكبار 53 وسعر قميص الأطفال هو $3. 
b) Elimination by Addition:‏ 
والآن سنقوم بحل نفس المثال باستخدام الطريفة الثائية وهي طريقة الحذف 
بالإضافة وسيتم عرضها كالآثي: 
إذا ضربنا المعادلة (1) في (3-) وجمعنا المعادلتين نستطيع حذف ر 
وإذا ضربنا المعادلة (2) في (2-) وجمعنا المعادلتين نستطيع حذف × 


-2x - 6y = -24 AF 


جمع المعادلتين وحذف × 


-Sy =5‏ 
y=3‏ 
نعوض عن قيمة ر في المعادلة (1) لإيجاد قيمة × كما يلي: 
2x+3 =9‏ 
2x =9‏ 
K=3‏ 


وبالتالي فإن قيمة × هي 3 وقيمة ر هي 3. وذلك يعني أن سعر قميص 
الكبار $3 وسعر قميص الأطفال هو $3. 
وهذه النتيجة متفقة تماماً مع الطريقة الأولى. 
c) Substitution:‏ 
والآن سيتم حل نفس المثال بالطريقة الثالثة وهي طريقة التعويض باستخدام 
المعادلة (1) نجد قيمة ر بدلالة × كالآتي: 


y=59-2× ... )3(‏ 
تم یتم تعویض ذلك في المعادلة (2) لیصبح لدينا: 
Xx + 3 (9-2x) = 12‏ 
XxX +27 -6x= 12‏ 
-5x =-15‏ 
3 
وأخيراً نعوض عن قيمة × بالمقدار 3 في المعادلة (3) لنجد أن: 
(3) 2- 59ر 
3= 
وهذا يعني أن سعر قميص الكبار $3 وسعر قميص الأطفال هو 83. وهذه 
التتيجة متفقة ثماماً مع الطريفتين السابقتين. 


ڪڪ 


TEH AT‏ ا 


أحد أصسحاب معسارض السيارات رغب بتوسيع عمله لشراء نوعين من 
السسيارات الحديثة أحدهما صغيرة الحجم وكل سيارة تكلف 53000 والنوع الثاني 
كبيرة الحجم وكل سيارة ثكلف 54000. السيارة من النوع الصغير تستغل مساحة 
من المعرض مقداره 40 قدم مربع أما السيارة من التوع الكبير فتستغل مساحة 
مقسدارها 50 قدم مربع من المعرض. فإذا كان المالك يملك فقط 5200000 لهذه 
الصفقة ولديه مساحة مقدارها 2600 قدم مربح في المعرض الخاص بالسيارات. ما 
هي العدد المطلوب شراءه من كل نوع لاستخدام المبالغ والمساحة المتوفران أفضل 
استغلال. 
A car dealar wants to expand his business by buying and displaying‏ 
two types of cars, that have recently appeared on the market. Each car of‏ 
the first type costs $3000 and each car of the second type costs $4000.‏ 
Each car of the first type occupies 40 square feet of floor space, where as‏ 
each car. of the second type ceccupies 50 square fcet of the floor space.‏ 
How many cars of each type should he bought and displayed to make‏ 
fullure of the available $200000 for capital and 2600 square feet for‏ 
space.‏ 
افترض أن المالك اث ری ج وارد میرد ور یار یر 
فإن المعادلة الأولى والتي تمثل الكلفة هي: 
x + 4000 y = 200000‏ 3000 
أما المعادلة الثانية والتي ثمثل المساحة فهي: 
x + 5O y = 2600‏ 40 
وبذلك فإن النظام هو 
x + 4000 y = 200000 A)‏ 3000 
x + 50 y = 260 )2(‏ 40 


وللحل بطريقة الحذف بالإضافة dition‏ لھ رط ہ0اھ«نصناه سنقوم بضرب 
المعادلة (2) في (80-) للحصول على: 


3000 x + 4000 y = 200000 


-3200 x - 4000 y = -00 
جمع المعادلتين‎ 
-200 x = - 80 
X =40 


وبالتعويض في المعادلة (2) نحصل على: 


40 (40) + 50 y = 260 
1600 +- 50 ¥ = 2600 
50 y = 1000 


J=20 


وذات الحجم الكبير هو 20 سيارة. 


حل كلا من أنظمة المعادلات التالية بالطرق الثلاث: 
۰.0 
@.. 
الحل بالرسم وبالرجوع إلى الشكل رقم (13) التالي: 
y‏ 


(2,0) 


الشكل رقم (13) 
رسم مثال (21) الفرع (ه) 


وبعني ذلك أن العدد المطلوب من السيارات ذات الحجم الصغير هو 40 


a) Xx 2y =2 


K+y=5 


Xx -2y =2 


..(1( 


xyz 5 .. )2(‏ 
نضرب المعادلة (1) في (1-) لنحصل على: 
X۸ - 2y = -2‏ 
xX+y=5‏ 
جمع المعادلتين 
3y=3‏ 
ا 
نعوض عن قيمة ر في المعادلة (2) لنحصل على: 
x+1=5‏ 
XK=4‏ 
أما عن الحل بالتعويض فلدينا من المعادلة (2) x=5-y‏ 
ونعوض عن ذلك في المعادلة (1) لتحصل على: 
)5-y(-2y =2‏ 
5-y - 2 =2‏ 
3y = -3‏ 
y=1‏ 


ويلاحظ بأن الطرق الثلاث تتفق في النتيجة والحل وهو 4=×و ]دل 
x + 2y = -4 ...(1(‏ 
2x + 4y = 8 ...)2(‏ 


الحل بالرسم يتم في الشكل رقم (14) التالي: 


b) 


الشكل رقم (14) 
رسم المثال (21) الفرع (ه) 


وبمسا أن الخطين متوازيين عا اعا1همم فلا توجد نقاط تقاطع ويعلي ذلك 
عدم وجود حل للمعادلتين. 


أما عن حل النظام نفسه بطريفة الحذف لدينا: 


x +2y =4 ...(( 
2x+4y =8 2 
جمع المعادلتين‎ 
-2x - 4y =8 م‎ 
2x + 4y =8 
ZOO = ZerO 


لا يوجد حل لهائين المعادلتين أو لهذا النظام. 
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أنظمة المعادلات الخطية لثلاث متغيرات: 
Systems of linear equations in three variables‏ 


بعسد أن تعسرفنا على نظام المعادلات الخطية لمتغيرين يمكن تعميم كذابة 
السنموذج وحل الأنظمة لأكثر من متغيرين. وسيتم في هذا المبحث الحديث عن 
الأنظمة الخطية لثلاث متغيرات والتي تكتب بالشكل العام العالي: 
aXK+FbıyY +01 2= kı‏ 
Xx + bay + c22 = ka‏ 42 


aK + by +32 = k3 


حسيث أن z‏ , ر , × هي المتغيرات وعاطوزعع» أو المجاهيل ۸٠w«‏ )س وأن 
دة , دك , ره وكذلك وط , دا , زاو ايا 2,5 , C1‏ و K2 , K3‏ , ۸ جمیعھا ثو ابت 
حفيقية .Real constants‏ 

أما عن حل هذه الأنظمة فيتم باتباع طريقة الحذف ناماع السابق 
تطبيقها مع تعديل معين للتعامل مع المعادلات التلاث كالآتي: 

1) نختار أي معادلتين من النظام ونقوم بحذف أحد المتغيرات الثلاث 
بواسطة الحذف «0ااة«ن«1اع والنتيجة تعطي معادلة واحدة لمتغيرين 
.two variables‏ 

2) نختار أي معادلتين أخرى لنقوم بحذف نفس المتغير الذي ثم حذفه في 
الخطوة رقم (1) لإيجاد معادلة ثانية لنفس المتغيرين السابقين. 

3) نستخدم المعادلتين الناتجتين من الخطوتين (1) و(2) أعلاه لتكوين نظام 
من المعادلات الخطية بمتغيرين ءe[طهه۷‏ ۷0ا ۴ه «عاورS‏ وثقوم بحل 
هذا النظام باتباع الطرق السابق ذكرها في المبحث السابق لإيجاد قيم 
المتغيرين المجهولين. 

4) نعوض في أي من المعادلات الأصلية للنظام من الثلاث معادلات عن قيم 

المتغيرين اللذين تم حلهما في الخطوة رقم (3) لإيجاد المتغير الثالكث 


gara Ea E EES س‎ RS 


والذي تسم حذفه سابقا. وبالتالي يصبح لدينا حل النظام و المعادلات 
الثلاث. 


ولتطبيق الخطوات السابقة يمكن اتباع خطوات حل الأمثلة التالية: 


:Solve the following Equations lll حل المعاد لات‎ 


3x-2y +42 = 6 ...)1( 
2x + 3y ~52 = -8 2(7 
5x -4y +32 =7 €7 


يلاحظ هنا أنه تم ترقيم المعادلات وذلك لأن اتباع خطوات حل هذا النظام 
يكون أسهلاً وأوضح عند ذكر رقم المعادلة التي يراد ااتعامل معها. 
وباختيار حذف المتغير ب وذلك لأن معاملاته 2-» 3+ 4- في المعادلات 
الثلاث أبسط في التعامل من معاملات المتغيران الآخران × أو .z‏ 
باستخدام المعادلتين (1) و(2) وبضرب المعادلة رقم (1) في 3 وضرب 
المعادلة رقم (2) في 2 نحصل على ما يلي: 
9x 6y +122 = 18‏ 
4x + 6y - 10z = -16‏ 


ويجمع المعادلتين 
13x +22 =2 ...@‏ 


وهنا قمنا بثرقيم المعادلة الأخيرة بالمعادلة رقم (4) 


وباسستخدام المعادلتين (1) و(3) وبضرب المعادلة رقم (1) في 2- أما 


المعادلة رقم (3) فتبقى على حالها نحصل على ما يلي: 
4y - 82 = -]2‏ + 6%- 
5x - 4y +32 =7‏ 
وبجمع المعادلثين 


× 52 = 5 ...)5( 


وهنا قمنا بترقيم المعادلة الأخيرة بالمعادلة رقم (5). 
أمسا الآن فسنضع المعادلتين (4) و (5) مع بعضهما ليكونا نظاماً خطياً من 


متغيرين کالآتي: 
13x +22 =2 ...)4(‏ 


)9 5 = 52 - × 
ونختار الآن حذف أحد المتغيرين x»‏ أو 2 بملاحظة معاأملات كل منهم 
وباتباع تفس الخطوات السابق ذكرها لحل الأمثلة في المبحث السابق. 


وبضسرب المعادلة رقم (5) في 13 وإضافتها للمعادلة رقم (4) نقوم بحذف 


المتغير × والحصول على ما يلي: 
13x + 22 =2‏ 
65z = -65‏ - ×13- 
بجمع المعادلتين 
ا 63- = 632- 
z51‏ 


والآن نقسوم بالتعويض عن 2 بالقيمة (1) في أي من المعادلتين (4) أو (5) 
لإيجاد قيمة المتغير ». وباستخدام المعادلة رقم (5) نحصل على: 
5= 527-» 
5- = (1) 5 »× 
-X =0‏ 
x=0‏ 
وأخيراً تقوم بالستعويض عن = بالقيمة (1) وعن × بالقيمة (0) بأي من 
المعادلات (1)ء (2) أو (3) لإيجاد قيمة المتغير اثالث والأخير ر كالآتي. 
وباستخدام المعادلة رقم (1) نحصل على: 
3x - 2y +42 =5‏ 
)0(-2y +4 )1( = 6‏ 3 


وبالتالي فإن حل النظام المطلوب من ثلاث معادلات بثلااث متغيرات هو: 


X=0Û0 , ا-=ر‎ : and zZ=1 
وللتأكد من صحة الحل نسثطيع التعويض عن قيم المتغيرات في المعادلات‎ 
الثلاث للحصول على ما يلي:‎ 

3x - 2y +4 =6 
3)0) -2 (-1( +4 )1( =6 
2+4 =6 
6 =6 

وذلك يعني أن قيم المتغيرات تحقق المعادلة رقم (1) 
2x - 3y - 52 =8‏ 
8- = )1( 5- )1( 0)3( 2 
8- =5 -3- 
8= 8- 

وذلك يعني أن قيم المتغيرات تحقق المعادلة رقم (2) 
5x - 4y +3 =7‏ 
7= )1( 3+ )1-( 4~ )0( 5 
7= 4+3 
7= 7 

وبما أن قيم المتغيرات تحقق المعادلات الثلاث فإن ذلك يعني أن الحل 


صحیح وهو : 


حل نظام المعادلات الخطية التالية: 
Solve the following system of linear equations:‏ 


X+3y-2=4 Ei) 
2x+y +22 = 10 EA 
3-y 4 3(7 


وباتباع نفس الخطوات السابق ذكرها سيكون الحل كالآثي: 

وباخثيار المعاداين (1) و(2) بعسد ضرب المعادلة رقم (1) بالقية 2- 
وجمعها مع المعادلة رقم (2) نحصل على: 

باستخدام المعادلتين (1) و(2) وبضرب المعادلة رقم (1) في 3 وضرب 
المعادلة رقم (2) في 2 نحصل على ما يلي: 


-2x ¬ 6y + 22 = -8 
2Ax+y+22=10 
وبجمع المعادلتين‎ 
5y + 42 = 2 ... 4 


وباختيار المعادلتين (1) و(3) بعد ضرب المعادلة رقم (1) بالقيمة 3- 
وجمعها مع المعادلة رقم (3) نحصل على: 


-3x + 9y + 32 = -12 


3x-y+2 =4‏ 
ويجمع المعادلتين 
-10y + 4z = -8 ...)5(‏ 
نحصل على نظام من المعادلتين (4) و(5) وبمتغيرين ر و 2 كالآئي: 
-5y +42 =2 ... 4‏ 
-10y + 4z = -8 eS)‏ 


وبضرب المعادلة رقم (4) في 2- وجمعها مع المعادلة رقم (5) نحصل 
علی: 


10y -8z= 4 


وبجمع المعادلتين 


وبالتعويض في المعادلة رقم (4) نحصل على: 
= 41+ لS-‏ 
5y + 5 )3( =2‏ 
-5y = -10‏ 


yJ =2‏ 
وأخيراً بالتعويض في المعادلة رقم (1) نحصل على: 


x+3y-z =4 
xX +3 (2)—3 = 6 
X+3=4 
Xx =] 
وبذلك فإن حل النظام هو:‎ 
5l 4 ل‎ =2 ۳ EK 


وللتأكد من صحة الحل نعوض في المعادلات الأصلية ويكفي بالتعويض في 
أحدهما ولتكن المعادلة رقم (2): 
2x + y + 2z = 10‏ 
10 = )3( 2+ 2+)1( 2 
10 =2+2+6 
10= 10 


وبااتالي فإن الحل صحيح. 


تطبيقاقها في العلوم الإدارية وا#قتصادية ٠‏ 


وكذلك غالبا ما نستخدم طريقة التعويض 500٤٤1:0١‏ لحل أنظمة 
المعادلات لثلاث متغيرات وكما في الأمثلة التالية: 


The method of substitution can also often be used to solve systems 
of equations with threc or more variibles, as in there two examples 


20 


حل نظام المعادلات التالية: 
Solve the following system of linear equations:‏ 


X= Xa — Xs =1 ..( 
-4X - 2&2 + 33 =6 ...)2( 
2X + Xa + 3K35 =6 7 


لحل هذا النظام بطريقة التعويض لدينا ما يلي: 
نوجد قيمة × كما في المعادلة (4) باستخدام المعادلة (1) كالآئي: 

Xı = (Ka + XK + 1) ... 4‏ 
نعوض الآن بما يساوي ,× في المعادلتين (2) و(3). 


Now we substitute this expression for X into the remaining two 
equations. 


(Xa + X4 + 1) - 2X2 + 3X3 = 6‏ 4- 
(X +K + 1) + X2 + 3K73 =6‏ 2 
الآن نقوم بتبسیط المعادلتين لإيجاد قيم د و و× وكما يلي: 


-4X2 - 4X - 4 —- 2X + 3X3 = 6 


-6K2 — XK; = 10 257 
2X» + 2X; + 2 + X2 + 3X3 =6 
3X + SK =4 ...)6( 
الآن نحل المعادلتين (5) و(6) كالآتي:‎ 
“6×2 ~ و&‎ = 10 ... )5( 


n RRR‏ سسس ا 


ا 


2 (3X2 + SX = 4) 


أ 10 = K3‏ %2“ 
Ga + 10X1 =8‏ 
9X; = 18‏ 
X=2‏ 
الآن نعوض في المعادلة (5) قيمة × لنحصل على: 
-6X2- 2= 10‏ 
-6X& = 12‏ 
Xa =2‏ 
الآن نعوض في المعادلة (4) لإيجاد قيمة ×: 
X= (2+2+1)‏ 
X=1‏ 
وللتحقيق من نتيجة الحل نعوض في المعادلة (1): 
X= Ka Ka= Î‏ 
1= 1+2-2 


الطرف الأيسر يساوي الطرف الأيمن. 


حل نظام المعادلات التالية: 
Solve the following system of equations:‏ 


Xı + X2 + X3 = 6 ...(( 
2X, ~ Xa + 3X =9 ...2( 
-X + 2X2 + X4 = 6 ...0( 


للحل أولاً نجد قيمة × وكما في المعادلة (4) باستخدام المعادلة (1) لنحصل 


Xı = (6- Xı- X3) ... (4 


اا ت 


إا الرياضيات رتطبيقاتها في اللوم اإدارية اقتا 


الآن نعوض في المعادلتين الباقية وكما يلي: 
Xa - X9) X2 + 3K43 =9‏ ~6( 2 
12-2X2-2X3- K2 + 3K; =9‏ 


نقوم بعملية التبسيط للمعادلات: 


-32 + X3 = -3 ...)2( 
(6 - X2 X3) + 2K + Xa = 6 ...)3( 
نوجد المتغيرات:‎ 
34 +2; = 12 ...( 
و + یک‎ = 3 2 @( 
X=3 


نعوض في المعادلة (3) لإيجاد قيمة × وكما يلي: 


3X2 + 2X; = 12‏ 
3X =12-6‏ 
3X2 =6‏ 
K=2‏ 
الآن نعوض في المعادلة (4) لإيجاد قيمة ×: 
X = (6-2-3)‏ 
XSI‏ 
الآن قيم المتغيرات: 1= Xa =3 < Ka=2 XK‏ 
للتأكد من الحل نعوض في المعادلة (1): 
Xi +Ka+Kg=6‏ 
6= 1+2+3 


الطرف الأيسر يساوي الطرف الأيمن؛ إذن الحل صحيح. 


ل ا 


حل نظام المعادلات التالية: 


Solve the following system of equations: 


3X, + 10X2 + 8X; = -3 ...(( 
2X + 7Ka +K =-7 2 
Xı + 3K) + 4K =1 ... )3( 


للحل نجد قيمة × كما في معادلة (4) باستخدام المعادلة (3) لنحصل على: 
Xı = (1 - 3X2 — 4X3) ...@‏ 
نعوض قيمة ,× في المعادلات (1) ء (2) وكما يلي: 
وكذلك نبسط المعادلاث: 
3K - 4X1) + 10X2 + 8X = -3‏ - 1( 3 
K2 - 12X3 + 10X2 + 8X; = 3‏ - 3 
Xa 4X4 = -6 0‏ 


2 (1 -3K2-4K) + Ka +K =7 
2 - 6Ka — 8X; + TK + K3 =7 
Xa ~ 7X3 =9 ... )2( 
الآن نحل المعادلات (1) » (2) وكما يلي:‎ 
:-1 نضرب المعادلة في‎ 


-1 ( X2 ¬ 4X3 = -6( ...(( 

X2 - 7K; = -9 (2) 
نجمع المعادلتين:‎ 

¥ + 4 = +6 ...)1( 

XK = 9 ...2( 


-3%‰ = -3 


نعوض في المعادلة (1) عن قيمة ×: 
X2 -4 (1) = -6‏ 
S22‏ 
الآن نعوض عن :× و د× في معادلة (4) لإيجاد قيمة × 
X= (1-3 02)-4 (01)‏ 


X=1+6-4 
Xi =3 
X=3 , X2 = 2 X=1 


الآن للتأكد من الحل نعوض في إحدى المعادلات الثلاث وكما يلي: 


3X, + 10K + 8X3 = -3 
3(3)+102) + 8(1) =-3 
9-20+8 = -3 

-3 = -3 


إن الحل صحيح الطرف الأيسر يساوي الطرف الأيمن. 


:)4-1( SR أوجد الميل لكلا من المستقيمات التي تربط زواج‎ ٠ 
Find the slope of each line joining each pair of points: 
1) (4, 6) and (1 , 2) 

2) (4, -3) and (1 ,-5) 
3) (3 , 0) and (5 , 0) 
4) (-4 , 1) and (-4 , 3) 


أوجد معادلة الخط المستقيم لكل مما يلي للأسئلة (19-5): 


Find the equation of the line for the following: 
5) passing through (3 „, 2) with slope 4. 

6) passing through {2 , -3) with slope -4. 

7) passing through (5 , 6) with zero slope. 

8) passing through (4 , -2) and {5 , 6). 

9) passing through (3 , 2) and (4 , 5). 

10) passing through (4 , -3) and (5 , 9). 


11) passing through (4 , -3) with no slope. 


12) with y-intercept —6 and slope 2 


13) with y-intercept 3 and slope 3. 


14) with y-intercept —4 and slope 4. 
15) passing through (3 , -1) and parallel to the line 6x + 2y + 4. 


16) passing through (-2 , 0) and parallel to the line passing through (3 , 4) 
and (2,1), 


17) passing through (3 , -4) and parallel to the line 4Y + 3 =0. 
18) passing through (3 , -2) and perpendicular to the line 4x + 2y ~4 =0. 
19) passing through (4 , 3) and perpendicular to the line passing through 

and 4,2).‏ )1,2( 
أوجد معامل التقاطع للمتغير ر للمعادلات الخطية التالية للأسئلة (24-20): 


Find the slope and the y-intercept for each of the following linear 
relations: 


20) 4y - 6» = 12 
21) S5x +4y = 18 
22) 4x + 8 =0 
23) 5y - 7 =0 


2 +2 ھ2 
8 6 
حدد فيما إذا كانت أزواج الخطوط المستقيمة التالية هي خطية متوازية أو 
متعامدة أو غير ذلك للأسئلة (30-25): 


Determine whether the following pair of equations having parallel or 
perpendicular lines or not: 


25) 4x ¬ 6y = 12 and 6x + 4y = 12 
26) 2x = 2y and 2x + 2y =4 

27 4x = y-6 and y= -2x-4 

28) x = -4 - 6y and 4y + 6x = 10 
29) x -3 =0 and 4-x=0 


30) 6x + 8y =2 and 6x - 8y =2 


حل الأسئلة التطبيقية التالية (32-31): 


Solve the following applications: 


31) (Linear cost Model) The total cost of manufacturing 50 computers 
per week is $10000 and the total cost for 100 computers per week is 
$15000: 


a) Determine the cost equation, assuming it to be linear. 
b) What are the fixed cost and the variable cost per unit. 
c) What is the cost of producing 200 computers per. 


32) (Demand Relation) A car manufacturer finds that at $6000 per car, 
sales are 5000 cars per month. And at $5000 per car, sales are 6000 
cars per month, Determine the demand equation, assuming it to be 
linear, 


حل أنظمة المعادلات الخطية التالية للأسئلة (50-33): 


Solve the following systems of linear equations: 


34) 2y - 4x =1 and و5‎ = 10 = < 

35) y-2 =1 and 2y - 4% = -3 

36( 3» - 6y = -2 and -4y + 8x = -1 

37) -10y + 2x =8 and 20y - 4x = -16 

38) 2y + 2x = 0 and 2y ~2x=2 

39) 3y -x× =2 and y+ 2x= 0 

40) 4y + 3x = 26 and 3y -11x= 7 

41) 3y - 6x = -9 and -2y + 4» = 2 

42) 2x x -— Kg = 5 and Xı ~ Xa + 2x3 =4 
and 3x + 4x2 + 3X3 = 3 

43( 5× - 4× - 2x = -2 and 3x1 — 2x2 + 5X3 = 19 


2x - 3x2 + 3x3 = -15 


_الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم داري والاقد 


Xı ~32 + X= 1 
Xı - ŠXKa + 2x = -| 


4X + 3x2 - SX = -5 
3x - 2x2 - 4X = -8 


X1 ~ 3X3 + 2x # -7 
2x + 4x2 + 3x5 = 6 


2x + 3x2 - 2= -5 
3x1 - 2x2 + 3X; = 11 


-X + 4x2 - 4K = | 
Xı - 3x2 +X = 4 


X ~ 3x3 = -6 
2x, + x3 = -5 


2x, + X2 + 2x; = 10 
Xx + 3X2 “X= 4 


and 
and 


and 
and 


and 
and 
and 
and 


and 
and 


and 
and 


and 
and 


44) 2x, - 11× - 3x3 =2 


45) 6x - 5x2 + 3X3 = -17 


46) -x + AX2 X3 = 5 


47) x + 4x2 — X3 = -5 


48) 2x, - x2 + 53 = -3 


49) 4x, + 2x2 x = 9 


50) xı + 3X2 - X4 = 4 


الدوال والرسوم أ 


5-2 الدوال 


5-3 رسم الدوال | 
5-4 أنواع الدوال / 


5-5 ترکیب اندوال| 


الفصل الضامس 
الدوال والرسوم 
Function and Graphs‏ 
,51 مقدمة Introduction‏ 
سيتم فسي هذا الفصل تعريف الدالة ١٥٤ء٢٠۴‏ وتحديد كثير من المفاهيم 
الرياضية ءام Math enواiءa1 C0‏ المتعلقة بدراسة الدرال ومنها المنطلق والمدى 
لد Domain and Range of a Function‏ وكيفية التعامل مع دوال جديدة ناتجة 
عن عمليات جبرية على الدوال o«sناF۴urc .Combinations o‏ وکذلك سیتم في 
هذا الفصل دراسة وتمييز أنواع مختلفة من الدوال ماہن۴ ۴ه ولمذ. وسيتم 
التعرف على رسوم الدوأل «0نامصن۴ fه‏ كطمو6 وكيفية التعامل معها. وكذلك 
| سيتم حل كثير من الأمثلة s#امصه×ع‏ والتعرف على العديد من الأمثلة التطبيقية 
5اExamp‏ 4#مiاممA‏ لتوضيح آلية وأهمية وكيفية تطبيق الدوال في الحياة العمليةء 
وسيحتوي الفصل في نهايته على كثير من الأسئلة sعءزںم×E.‏ 
أ سيتضمن هذا الفصل عدة مباحث منها هي المبحث 5-2 الدوال وص0ناعم۴u‏ 
والمبحث 5-3 رسم الدو ال( Graphs of Functions‏ والمبحث 5-4 نو اع الدوال: 
الدوال التربيعية وإلقطع Kinds of Functions: Quadratic Functions blll‏ 
olsۆْPar and‏ وآخیر ]1 المبحث 5-5 تركيب Combinations of Jill‏ 


.Functions 


:Functions JI أ 52 الدوا‎ 1 

مفهوم الدالة «منا«د۴ هو أحد المفاهيم الأساسية والمهمة في الرياضيات. 
وقد أصسبح من الضروري إعطاء هذا المفهوم الأهمية المناسبة لتعريفه ودراسته 
واسستخدامه في التطبيقات المختلفة. وبصورة عامة الدالة تعطي فكرة اعثماد أحد 
المعطيات على معطيات أخرى. 


A function expresses the idea of one quantity depending on or 
being determined by another. 


ومن أمثلة ذلك: 

- أن مساحة الدائرة تعتمد على نصف قطرهاء 

- التكاليف الشهرية لمنتج معين يعتمد على عدد القطع المنتجة. 

- الأرباح التي تحققها شركة معينة تعتمد على المبيعات لتلك الشركة. 

وغيرها من العديد من الأمثلة التطبيقية والتي سنتناول العديد منها ضمن متن 
هذا الفصل وحسب المفاهيم التي سيتم دراستهاء 

وعندما تكون هناك علاقة ولتکن ۴ تربط عناصر مجموعة مثل 4 بعناصر 

مجموعة أُخرى مثل 8 عندئذ نسمى العلاقة ۴ اقتراناً أو دالة 0۸نءمد؟. وبذلك 
يمكن تعريف الدالة كالآثي: 
Function:‏ 


Let A and B are two nonempty sets. Then, a function, say f, from A 
to B is a rule that assigns to each element in A a unique element in B. 


وتستخدم عادة الرموز G‏ ۲ه ,۴ , ج ٤,‏ للدالة. 


Let f denote a given function, The set A for which f assigns a 
unique value in B is called the Domain of the function f, The 
corresponding set of values in B is called the range of the function, 


إذا كانت العلاقة ۴ تربط كل عنصر من 4 بعتصر وحيد من 8 عندئذ نسمي 
المجموعة 4 بمنطلق الدالة هه( ونسمي المجموعة الثاني 8 2 للدالة 
8 ویرمز للدوال عادة بالرمز (۸) ۴ = بء حيث يقال عن المتغير × بالمنغير 
المستفل 1eطوriوY !ndepend e‏ ويقال عن المتغير ۲ بالمتغير التابع Dependen‏ 
ماطمزو» وأن لكل قيمة من قيم المتغير × هناك قيمة مقابلة للمتغير ۷ .وبذلك فإن 
المئطلق ”ا00 هو المجموعة الني تمثل المتغير المستقل × أما مدى الدالة 
معط فهو المجموعة التي تمثل قيم المتغير التابع ١‏ بعد التعويض في الدالة عن 
قيم المتغير ×. 


If for each x their exists exactly one value of y, we say that y is a 
function of x, and we write y = f (x). 


RRR‏ للم 


E RE SS‏ راليوق 


for ا‎ y-4 +1. êl for cach value of x in the real line 
there is a value for y which is also must be in the real line. 


We usually write f (x) = x? to define a function that associates the 
x value with the number x. 


Thus, 
f (3)= 3 =9 ۹ so f associate 9 with 3 
f (-2) = (2) =4 1 so f associate 4 with -2 
f(0) =0" =0 4 so f associate Û with Û 


f(2 S5 27 0 so f associate 2 with 2‏ 
This formula does not involve a dependent variable.‏ 
في كثير من الأحيان» المتغير المستقل × للدالة (») ۲ لا يكون حرا في قيمه. 
بمعنسى آخسر؛ هناك بعض القيرد على تلك القيم وبذلك علينا تعريف وتفسير ما 
يعرف بالمنطلق للدالة مم نار a‏ ه Doman‏ كالآتي: 


Domain: 
If the function f and y = f (x), then the domain of f can be viewed 
as the set of allowable values for the independent variable x. 
٤ ومايعنى بتعريف مفهوم المنطلق نوهد أنه إذا كانت الدالة هي‎ 
.× ر فإن منطلق نلك الدالة هي القيم المناسبة للمتغير المستقل‎ =  )»×( وبالشكل‎ 
× أما القيم التي نحصل عليها من التعويض في الدالة (») ؟ = ر بقيم المتغير‎ 
Range of a فهي قيم المتغير التابع ۷ وتسمى المجموعة بالمجال أو المدى للدالة‎ 


function 


If x is a number in the domain of f, then the number f (x) that f 
associates with x is called the value of f at x or the image of x under f. 

Thus, if f (x) = x , then the value of f at x = 3 is f (3) =9 , (ie) 9 is 
the image of 3 under f. 


وبالتالي يمكن تعريف مجال الدالة كالآتي: 
Range:‏ 
Is the set of all possible values of f (x) as x varies over the domain‏ 
off.‏ 


ESSIDIDIESPISSEL A 


ويمكن حصر النقاط الواجب مراعاتها لتحديد منطلق الدالة بالتالي: 


Restrictions on the indep. Variable that determine the domain of a 
function generally come about in one of three ways: 


1) Physical or geometic considerations, 


2) Natural restrictions that result from a formula used to define a 
function. 


3) Artificial restrictions imposed by a problem solver for one 
purpose or another. 


النقاط الثلاثة أعلاه يمكن توضيحها بالأمثلة المحددة عند عرض الأمثلة 
التالية أتحديد منطلق دالة معينة. 


أوجد الدوال التالية: 


Find the domain for the foliowing functions: 
a f (N = 4x +1 
يلاحظ هنا أنه لا توجد أي شروط لتحديد منطلق هذه الدالة وبالتالي فإن‎ 
المنطلق هو جميع الأعداد الحقيقية © آي أن:‎ 
Domain is % = (eo , +0) 
b) f (x) = x 
وهنا أيضاً يمكن ملاحظة أنه لا توجد أي شروط لتحديد منطأق هذه الدالة‎ 
باعتبار أنه يمكن تربيع الفيم الموجبة والسالبة وبالثالي فإن المنطلق هو جميع‎ 
الأعداد الحقيقية 9ء أي أنه:‎ 
Domain is % = (eo , +o) 
Of) = lx 
في هذه الحالسة يلاحظ أن هناك شروط لتحديد منطلق هذه الدالة هو من‎ 
الشكل نهمل اهاه حيث أنه يمكن جذر القيم الموجبة ولا يمكن جذر القيم‎ 


السالبة للحصول على أعداد حقيقيةء بمعتى أن الجذور السالبة تسمى وكما تم 
تعريفه سابقاً بالأعداد الخيالية رحه«نعه”: وبالتالي فإن منطلق هذه الدالة هو فقط 
القيم الموجبة» أي أن: 

Domain is {x | x > 0} 


1 


100° r= Dex-=3) 


وكذلك يلاحظ هنا أن هناك شروط اتحديد منطلق هذه الدالة من الشكل 
Natura domain‏ وهي أنه لا يمكن القسمة على صفر وذلك لحصولنا على قيم 
غير معرفة. وهذه الحالة تكون عندما 1 = × أو 3 = × وبذلك فإن منطلق هذه الدالة 
هو جميع الأعداد الحقيقية ما عدا القيمتين 1 و 3» أي أن: 


Domain is {x |x #1 , 3 , x is Reals} 


or Domain is (-oo , 1) Û (1 , 3) U (3 , 0) 
ا‎ 
¥2 


(x~2)(x+2) 1 
x-2 
then, h (x) is defined at x - 2, since 


h(2)=2+2=4 


But if we write y = +2 


Thus, we must write h (%) = x +2 ,x #2‏ 
وفسي هذه الحالة نلاحظ أنه عند تطبيق العمليات الجبرية وبواسطة استخدام 
طريقة الحسد المشترك ١0اءة٤‏ «مسصهء وبعد حذفه من البسط والمقام فإن هذه 
العملية (تبتر) قطع [١‏ للمنطلق الحقيقي للدالة. 
أمسا عن تحديد مدى الدالة ممناءمدة a‏ ١ه‏ ععمهR‏ فيتم بصورة عامة من 
ndlاںاaحضظة pigwg Often, the Range of a function is evident by inspection‏ 


عرض ذلك بالمثال التالي: 


1 ma 


:Determine the Range of the following ةll‎ JI حدد مدی لدو‎ 


A f(x) = x3 


وبالسرجوع المثال (1) السابق فإن المنطلق الطبيعي لهذه الدالة هو الأعداد 
الحقيقية («ه . «.) = 9 . ولكن بما أن تربيع القيمة الموجبة وكذلك تربيع القيم 
السالبة هو قيمة موجبة دائماً values‏ 0sitiveم‏ لذلك فإن مدى هذه الدالة سيكون 
فقط القيم الموجبة» أي أن: 
Range is {x | x > 0}‏ 


(f) = 
x×-[ 


منطلق هذه الدالة هو جميع الأعداد الحقيقية ما عدا 1 = × والتي تجعل المقام 
صفراً. ولذلك فلإيجاد القيم المناسبة والتي ستمتل المدى عع«هR‏ فعلينا تحديد شكل 
معين لإيجاد ثلك القيم. والطريقة المناسبة هو حل المعادلة والتي تمتل الدالة ()؟ 
والتي سيرمز لها بالرمز ر بدلالة المتغير > وسنحاول تغيير هذه الدالة لتصبح 
بالشكل أن المتغير × هو بدلالة المتغير ر وكالآتي: 


x+1 
e] 
y~ D=x+1 
XxXy~ymx +1 
xy-x=y+1 
x(y-D=y+1 
2ے‎ 

| 


وبالنالي فإن المدى للدالة الأصلية (») ۴ هو جميع القيم ما عدا 1 = ب 


وال دال رسع 


ويلاحظ من المتال السابق أن الدالة ثظظ E‏ 
ال يم ولكن بمكن أن تظهر الدالة بأكثر من شكل لمجاميع مختلفة من القيم. وعندئذ 
تعرف الدالة بالو صف عوecewiأم )unetions defined‏ والئي تظهر في المثال 


التالي: 


3 


Recognize the following function: 
XxX+2, x>2 
0 f (x) = 
4 XxXS2 
وهذه الدالة لها شكل أن تكون 2 + × للقيم × أكبر من 2 ولها شكل أن تكون‎ 
.2 بشكل الثابث 4 للقيم × أقل من أو تساوي‎ 


2-2x, xS-l 
b) f (x) = 4 -1ISxXS3 
2x-2, 23 


وهسذه الدالة لها ثلاثة أشكال مخئلفة حسب المجموغات المختلفة والمؤلف 
منها منطلق هذه الدالة. 

وببساطة يتضح من التعامل مع تعريف الدالة والأمثلة السابقة أنه إذا كانت 
الدالة معرفة لمجموعة من الحدود والذي يمثل منطلق تلك الدالة فإن قيم الدالة يمكن 
إيجادها بعد التعويض في الدالة لإيجاد قيمة الدالة ہioاcس؟ value of the‏ والمثال 
التالي سيوضح ذلك. 


Letf(X) =2x+1,0SxXS1 


Jf(a+h)- f(a) 
h 


Find: f (0) , f(1) .( ‘fM, farD, 


ويلاحظ هنا أن المطلوب في هذا المثال إيجاد قيمة الدالة: 


fO=2x+1 


لقيم مخئلفة من المتغير × وبذلك فإنه عندما 0 = × فإن: 
f(0) =2 (0) +1 =1‏ 
وعندما 1 = × فإن: 
f(D=2(1)J+1=3‏ 
ما عندما ت فإن: 
2 
1 1 
5+12( 1(2 
وعندما ۾ = × فإن: 
f(a =2a+t1l‏ 


وعندما ا + ۾ = × فإن: 
f(a +h) =2 (a + h) + 1 = 2a + 2h +1‏ 


وأخيراً إيجاد؛ 
Jfla+h)- f(a) _2a+2h+1-(2a+D _ 2a+2h+1-2a-] 2۴‏ 
h h h oh‏ 


:Graphs of Functions JIgsll pw) 53‏ 
٠‏ عملية تحديد قيم المتغير × والتي تسمى منطاق دة Domain of function‏ 
وإيجاد قيم الدالة ¥ بعد التعويض والتي تسمی بمدى لدllة Range of function‏ 
يعطينا جدول من القيم والذي يمثل قيم × وقيم ر أو (») ۴ المقابلة. وبتحديد هذه 


القيم على المستوى × يمكننا رسم النقاط التي تمثل لك الدالة وبإيصال هذه النقاط 
نحصل على رسم للدالة. 
الأمثلة الثالية ستوضح ذلك: 


7 تشاد س 
i‏ 


التالي: 


> x 


نحصل على الجدول: 


ااا 


وبذلك فإن رسم الدالة هي الخط الأفقي القطري الذي يظهر بالشكل رقم (1) 


بالاسستعانة بالرسم السابق والذي يمثل الشكل × = (») ۴ بإضافة الثابت 2 


:Graph the following functions ıi Jlودلا ارسم‎ 


a) f (x) =x 


بعمل جسدول للقيم × والئي تعود للأعداد الحقيقية سنحصل على فيم (») ؟ 
والتي تعود للأعداد الحقيقية كالآتي: 


OE AE NPI FREN 


EC. E O O O E 


f(x) 


f(x)=x 


الشكل رفم (1) 
راسم الدالة f(x) =x‏ 


Df()=x+2 


E E a O 


LEO U AEC 


بمعني أنه بزيادة ذلك الثابت قيم المتغير التابع ر ازدادت بمقدار ذلك الثابت 
عن الدالة الأصلية والتي تم رسمها في الفرع (ه) أعلاه. وبذلك فإن رسم هذه الدالة 
سيظهر في الشكل رقم (2) أدناه: 


f(x) 
f) =x +2 
(0,2) 
> x 
)2( الشکل رقم‎ 
۴ )( = × + 2 رسم الدالة‎ 


ويلاحظ من هذا الفرع (ط) من المثال أنه بإضافة أو طرح ثابت معين لدالة 
فإن الرسسم سيكون مشابه للرسم الأصلي ولكن بإضافة أو طرح الثابت من قيم 
الدالة. 
e) f(x) = x‏ 
الجدول المناسب لرسم هذه الدالة هو: 
Res EAL OHA‏ 
f:...,9,4,1,0,1,4,9,...‏ 


بمعنسى أن قيم الدالة جميعها موجبة وذلك لأن تربيع القيم الموجبة والسالبة 
للمتغير × ستعطينا قيمة موجبة للمتغير . وبالتالي فإن الرسم سيظهر بالشكل رقم 
(3) التالي: 


الشكل رقم (3) 
رسم الدالة ×= () ؟ 
Df) = fr‏ 
بما أنه لا يمكن جذر القيم السالبة لذلك فيجب أن تكرن قيم × هي فقط قيم 
موجبة بمعنى أن منطلق هذه الدالة ماهم( هو القيم الموجبة. ونكتب بذلك: 
fC) = x , X20‏ 


وعن جدول قيم هذه الدالة لدينا: 
ROTI‏ 
f(W:O0,1,4,9,...‏ 


وبالتالي فإن رسم هذه الدالة هو بالشكل رقم (4) التالي: 


(x) = x 


الشكل رقم (4) 
رسم الدالة لہ = (») f‏ 


يلاحظ من خلال المتال (5) السابق أن جميع الدوال التي تم رسمها هي لها 
شكل واحد لمنطلق معين. أما في المثال (6) التالي سنعرض كيفية رسم الدوال التي 
لها أكثر من شكل لأكثر من منطلق محدد. 


:Graph the following functions ارسم الدوJI ية‎ 


لرسم هذه الدالة وبالاستعانة بجدول القيم لدينا الجدول الثالي: 
Ki... 2,1,0,1,2,3,4,5,‏ 
fi... 4, 4,4,4,4,5,6,7‏ 


حيث تم التعويض في الشكل الثابت للدالة وهو 4 لجميع القيم للمتغير × أقل 


| من 2 أما عندما أصبح × يساوي 2 أو أكثر تم التعويض في الشكل الآخر للدالة 
وهو 2 + ×. وبذلك فإن رسم هذه الدالة يظهر في الشكل رقم (5) التالي: 
f(x)‏ 


sis 


الشكل رقم (5) 
رسم الدالة في المثال (6) الفرع (ه) 


4 OSsxsl 
b)f (x) = 2-xK, 1Isxs2 


0, otherwise 


وبعمل جدول عن طريق التعويض في الشكل المناسب نحصل على: 
CTE N E E‏ 
EON O SOLID‏ 


وبالتالي فإن الشكل رقم (6) التالي هو رسم هذه الدالة: 


الرياضيان وتطبيقانها في العلوم الادارية رالافتصادية_ .... RARE‏ 


f(x) 


الشكل رقم (6) 
رسم الدالة في المثال (6) الفرع (ط) 
“x xSO‏ 
o) f(x) = x OSxs1‏ 
X>‏ 1 


جدول قيم هذه الدالة هو: 
e SDE‏ 
EO ALOE RD‏ 


وبذلك فإن رسم هذه الدالة يظهر في الشكل رقم (7) التالي: 
f(x)‏ 


الشكل رقم (7) 
رسم الدالة في المثال (6) الفرع )١(‏ 


:Kinds of Functions JIgدلا‎ gai 54. 
Quadratic Functions and Paraؤbolas الدالة التربيعية والقطع إلمکاف‎ 


سنعرض في هذا المبحث أنواع الدوال بتسمياتها المختلفة كلا حسب تعريفها 
وشكل الدالة الخاصة بها ورسمها وكذلك التطبيقات المختلفة لهذه الدوال. 


We will present all kinds of functions with their definitions, graphs, 
and all applications as follows, 


a) Constant Functions: 
f()=a ۴ where a is a real constant 


for example, f (x) = 2 and it’s graph is: 


f(x) 


f(x) 


الشكل رقم (8) 
رسم الدالة الثابتة 2 = (»)؟ 


تعتبر دالة العائد الحدي (۷) مuمع۷ء۸‏ اممأعءه من الأمظة الاقتصادية 
المهمة للدالة الثابتةء حيث أن العائد الإضافي المستحصل من بيع وحدة إضافية من 
الناتج هو الذي يمثل العائد الحدي. فإذا كانت جميع الوحدات ثباع بنفس السعر فإن 
العائد الحدي سيساوي السعر الذي تباع به وحدة الناتج. 


b) Linear Function 
fW=ax+b, where a and b are real constants, û # Û 
f )×( = وهذه الدوال الخطية والتي تتمثل بشكل معادلة خط مستقيم ا + × ۾‎ 
حيث أن ط , ۾ هي ثوابت حقيقية.‎ 


for example, f (x) = 2 x + 1 and it’s graph is: 


f(x) 
1 
چ‎ 
x 
)9( الشكل رقم‎ 
(»)؟‎ = 2x + 1 رسم الدالة الخطية‎ 
c) Quadratic Functions: 
fO)=a+bx+e, where a , b and c are real constants , 


a#0 


أما عن رسم هذه الدوال التربيعية فهي عبارة عن منحنى معين حسب شكل 
الدالة 


for example, f (x) = a x and it’s graph is: 


الشكل رقم (10) 


رسم الدالة التربيعية بم = («)؟ 


Theorem: 


The graph of the quadratic function f (x) = a x + bx +c (a# O) is a 
parabola that opens upward if a > O and downward if a < 0. Its vertex 
(which is the lowest point when a > 0 and the highest point when a < 0) 
is at the point. 


_ 4ac-— b 
2 4a 


and 


0 


2a 


E 


وعسن رسم الدالة الثربيعية بتعيين نقطة الرأس أو نقطة الذروة ا٣ء‏ 


سيكون بالشكل رقم (11) التالي: 
f(x)‏ 


b)a<0O 


xX 
(zh 44e-b? ) 
2a” 4a 


الشكل رقم (11) 


رسم الدالة الثربيعية وتعيين نقطة الرأس ×ه ۷٠۲٣٤‏ 


f(x) 


a) a>0 


ويجب ملاحظة النقاط التالي في رسم × تعريف الدوال التربيعية كالتالي: 
Dlfb =c =0 , the quadratic function reduces to f (x) = a x , and‏ 
the coordinates of the vertex given by the above theorem reduce‏ 

tOxXx=y =0. 
2) To get the y-axis of the vertex, it is easier to substitute the value 

SLA 1 
x= 7 into the equation of the parabola instead of 
(i 

remembering the formula. 


3) The parabola is symmetrical about the vertical line through the 
vertex. 


الأمثلة التالية ستوضح استخدام هذه النقاط في رسم الدوال التربيعية كالآتي: 


ارسم الدالة التربيعية التالية وحدد نقطة الرأس أو الذروة. 
Graph the following function and find its vertex,‏ 
f)=2-8XxX+5‏ 
بمقارنة هذه الدالة مع الشكل العام للدالة التربيعية نجد أن: 
a=2 ,„ b= -8 : =5‏ 
وبالثالي لتحديد نقطة الرأس >عاإم علينا التعويض لإيجاد قيمة كل من 


× , ر كالتالي: 
8 ® 
4 (22 4 ` 


ويمكسن التعويض المباشر في الدالة عن قيمة 2 = × لإيجاد قيمة ر أي (ج)؟ 


y = )2( =2 2-8 )2(+ 5 
=8-16+5=-3 


٠‏ أو يمكن إيجاد قيمة ر بالتعويض في القانون المحدد بالنظرية للحصول على 
| نفس القيمة كالآثي: 
و 24 40-64 ے )42)58( _ Pz 44b‏ 
da 4)2) 8 8‏ 
ويمكسن بسهولة ملاحظة أن التعويض المباشر أسهل وأسرع من التعويض 
| الآخر. 


أما عن رسم الدالة فيظهر في الشكل (12) التالي بعد عمل الجدول الثالي 
لقيم الدالة: 
Ra OTSA SA‏ 
E E EE REE‏ 
f(x)‏ 


(2,3) 


الشكل رقم (12) 
رسم الدالة للمثال رقم (7) 


b) Absolute value function: 


6 x>0 
f(x) = |x| = 
“XK, x<0 


التالى: 
ا f(x)‏ 


انشکل رقم (13) 
رسم دالة القيمة المطلقة 


e) Exponential function: 


ھم =( 


for example, f (x) = e” , x >0 and ifs graph is: 


f) 


الشکل رفم (14) 
رسم الدالة الأسية 


Û) Logarithmic Function: 
f(x) =n x 


ومن المعروف أن هناك بعض الخصائص للوغاريتماث والتي من الممكن 
الاستفادة منها للتعامل مع الدوال اللوغاريتمية وهي: 
Dinxy=lnx +lny‏ 
Dln Ã =Inx-iny‏ 
¥ 
Dlnx"=nlnx‏ 


HERK 
# 


ومن المعروف أيضاً أن الدالة الأسية هي معكوس الدالة اللوغاريتمية. وعادة 
ما يتم التعامل مع الدوال اللوغاريتمية بعد تحويلها إلى دوال أسيةء حيث أن: 
lhy=xIine > x = ny‏ و کا 
وسيتم الآن وبعد التعرف على المفاهيم السابقة وعلى أنواع الدوال وكيفية 
رسم تلك الدوال الدخول في بعض الأمثلة التطبيقية والتي لها أهمية كبيرة لفهم 
وتحديد الدور الأساسي للمفاهيم الرياضية في الحياة العملية. 


إحدى شركات صناعة التلففزيون تدعي بأن الكلفة الكلية لإئتاج »× من 
الأجهزة يمكن أن ثوصف حسب الدالة التالية: 
A company produces t,v.’s claims that total production cost for x‏ 
f.v.’s can be described by:‏ 


o(x) = 1000 + 200 x 


Find: a) The constant cost الكلفة الثابتة‎ 
b) Graph the function رسم الدالة‎ 


c) The total cost to produce 100 t.v.s jlج‎ 100 كلفة إنتاج‎ 


D.2 


للستعامل مع هذه الدالة الخطية علينا مقارنتها مع الشكل العام للدالة الخطية 
وبالتالي فان: 


û = 20 , b00 
وبذلك فإن الكلفة الثابتة هي 1000 = (0) ء‎ 
أما عن رسم الدالة الخطية فيمكن ذاك باستخدام الدول التالي والرسم الذي‎ 
يظهر في الشكل رقم (15) التالي:‎ 


XxX : 0 10 100 1000 
c (x) : 1000 3000 21000 201000 


c(x) 


1000 


x 
10 H0 


الشكل رقم (15) 
رسم الدالة الخطية <200 + 1000 = (»)° 


وأخيراً فإن كلفة صنع 100 جهاز هو: 
)100( 200 + 1000 = )100( ¢ 
0 = 


مجمع سكني يحوي على خزان وقود اتزويد المجمع بالوقود. ينم تعبئة هذا 
الخزان في الأول من كانون الثاني ولا توجد أية إضافة للوقود حتى نهاية الشهر. 
لنفسرض أن ) يمسثل عدد الأيسام بعد الأول من كانون الثاني وأن ر يمثل عدد 
الغالونات من الوقود في الخزان. من خلال سجل المصروفات لوحظ وجود علاقة 
بين ] و نتمتل نقريبا بالمعادلة التالية: 

Fuel conception for a block is given by: 


y = 30000 - 4001, where t is # of days after Dec, | st 
dnd y is # callon’s of fuel 


Graph the function and find number of callon’s of fuel remains 
after 20 days of conception. 


هذه الدالة الخطية لمصروفات الرقود تكتب بالشكل التالي: 
y=30000-400t  , 0Osts31‏ 


وبذلك فإن جدول القيم هو: 
31 ا 3 2 1 0 E‏ 


y: 30000 29600 29200 2880‏ 
وأن رسم الدالة يظهر في الشكل رقم (16) التالي: 
¥ 


(0,30000) 


الشكل رقم (16) 
رسم الدالة للمثال رقم (9) 4001 - 30000 = ر 


وأخبرا فإن ما ثبقى من الوقود بعد مرور 20 يوما هو: 


y = 30000 - 400 )20( = 30000 - 8000 = 2200 


إحدى الشركات الصناعية الصغيرة طاقتها الإنتاجية محدودة ر ويرتبط معدل 
الكلفسة بحجم الإنستاج. وقد لوحظ أن معدل كلفة إنتاج 9 وحدات هو 8.5 دينار 
ومعسدل كلفة إنتاج 10 وحدات هو 8 دانير وأما معدل كلفة إنتاج 12 وحدة فهو 

5. أوجد العلاقة الدالية التي تربط معدل الكلفة والإنتاج وارسم تلك الدالة. 

A small factory with limited resources has the following data: 

# products: 9 10 12 

cost :85 8 8.25 

State and graph the function that relates # of products with cost 
واضح هنا أن جدول عدد الوحدات المنتجة والكلفة هو عبارة عن دالة تربط‎ 

هذين المتغيرين وبذلك فإن رسم هذه الدالة سيظهر في الشكل رقم (17) التالي: 


الشكل رقم (17) 
رسم الدالة للمثال رقم (10) 


والمخطط يشير إلى أن الدالة تتناقص تم نتزايد وبذلك فإن هذه العلاقة تصف 
دة ترzqعAg .Quadratic function‏ 


أحد محلات بيع الأصباغ يبيع الغالون الواحد من الدهان بس4 دنائير إذا 
كانت طلبية المستهلك أقل من 100 غالون. ويبيع بسعر 3 دنائير للغالون إذا كانت 
الطلبية على الأقل 100 غالون» بالإضافة لذلك فقد منح صاحب المحل خصم 
مقداره 50 ديناراً لمن يشثري على الأقل 500 غالون من الدهان. ما هي قائمة 
المبيعات (×) ۴ باعثبارها دالة لعدد الغالونات المباعة × ثم أوجد قائمة بيع 50 
غالون» 200 غالون و1000 غالون من الدهان. 
A small company for selling paints sells each gallon by 4 J.D, if the‏ 
order less than 100 gallon. And sells each gallon by 3 J.D. if the order is‏ 
at least 100 gallon, Also, the owner gives a discount by 50 J.D. for those‏ 


buying at least 500 gallons. Write the function and find the price for 
selling 500 gallon, 200 gallons, and 1000 gallons. 


لنفرض أن عدد الغالونات المباعة هي × بسعر 4 دنائير للكمية أقل من 100 
غالون وبسعر 3 دنائير للكمية على الأقل 100 غالون» بالإضافة إلى الخصم الثابت 
بالمقدار 50 ديناراً والذي يجب أن يطرح من سعر البيع إذا كانت الكمية على الأقل 
0 غالون وبالتالي فإن الدالة ستكون: 

4X, O0 <x < 100 


F(R =1 3x, 100 < x < 500 
3x-50, x>0 


وعليه فإن قائمة بيع 50 غالون ستكون: 
f (50) = 4 (50) = 0‏ 
وقائمة بيع 200 غالون هي: 
f (200) = 3 (200) = 600‏ 
أما قائمة بيع 1000 غالون فهي: 
f (1000) = 3 (1000) - 50 = 2950‏ 


1 


:Combinations of functions Jiaدdا ترك‎ 5-5 

٠‏ سسنعرض هنا في هذا المبحث كيفية تركيب دوال جديدة من الدوال الأصلية 
عن طريق استخدام بعض العمليات والتي يمكن تلخيصها على مجاميع مختلفة 
كالاتي: 


1) Arithmetic operations on functions: 
Iff (x) and g (xX) are two functions on the same variable x. Then: 
a) (f+ g) (%) = f (%) + £ (X) 
b) (f~ g) (%) za fF (%) - g (%) 
© (f. g) (O =f (%) . 8 (0) 


0۾ , من »0 
)€2 8 


ويتضح من الأشكال أعلاه ن العمليات الجبرية من جمع وطرح وضرب 
وقسمة على الدوال معرفة وموجودة إن كانت الدرال موجودة للحصول على دوال 


1 fg + fg › + جديدة پام‎ 
8 


أما عن منطلق الدوال الجديدة هذه فهو عبارة عن مجموعة التقاطع لمنطلقي 
الدالتسين الأصليتين مع مراعاة عدم إدخال القيم التي تجعل منطلق الدالة غر 
معرفاً من خلال القسمة. 
The domain of the functions f+g , f-g , f.g is defined to be the‏ 
intersection of the domains of f and g. for 1 the domain is the‏ 
excluded.‏ و intersection of f and g with the points where £ (x)‏ 


وسيتم من خلال الأمثلة التالبة تعريف هذه العمليات الرياضية كالآتي: 


و ا 
Let f (x) = x and g (x) = x . Find (f+g) (%) , (f8) (%) , (FB) (%),‏ 


xn and state the domains. 
عندما تگون:‎ 
f (x) = x and g (x) = x then: 
(f+) (%) = f(x) + g(x) = x + x 
(f-g8) (%) = (x) - g(%) = X - XÎ 
(FE (Oz= f). g(x)=x. x2 =× 


1 8 
ے ا لال ے e‏ 
gD xT x‏ 8 
وواضح أن منطلق الدوال الناتجة هو جميع الأعداد الحفيقية 9 باعتبار أن 
منطلق الدالة ۴ هو 9 ومنطلق الدالة ع هو 9 ما عدا أن منطلق الدالة الأخيرة 


د هو 9 ما عدا القيمة 0= × والتي تجعل المقام صفراً. 


Letf(= 1+ Nx -2 and 8g (X)=x-—1 


Find (f+e) () , (F-8) (0 , (Ê8) O0, و‎ and state the domains. 
8 


بافتراض أن: 
f(0) = 1+ x2‏ 
فإن منطلق الدالة ۴ هو: )0ء , 2[ 
وبافتراض أن: 
g(0=x-1‏ 
فإن منطلق الدالة ع هو: ( , 00( 


وبذلك فإن: 


لرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الردارية ولاق 


(fg) (%) = EBE TA 
(f8) 00 = F(%) g(x) = 1+ fx =2 -(x- 1) 
ا‎ + x-2 -x +1 
=2-X+ 2-2 
(f.2) (®) =f (0 g (%) = (1 + fx =2) (x1) 
۳ 


f) _ my 
g() x-1 


Jx) =‏ م 


واضح أن منطلق جميع الدوال ع+؟ » جع و ع٤‏ هو: 
ee) N (oo , se) = [2 , o)‏ , 2[ 


وكذلك هسو منطلق الدالة الأخيرة والسبب أن القيمة التي تجعل المقام 
صفراً لهذه الدالة هو 1 = × والذي هر ليس موجودة في منطلق الدالة أصلاً. 
Composition of functions:‏ )2 
ويطلق على هذا المفهوم تركيب الدالة من دالة أو دوال أخرى بالشكل: 
fog (x) = f(g (x) )‏ 
and g o f (x) = g (f (%))‏ 


والشي تخص دالتين ۴ و ع ويمكن من أعلاه إيجاد الدالة f‏ للدالة ۾ أو إيجاد 
الدالة ع للدالة ؟. 


وسيتم توضيح المعنى من خلال الأمثلة الثالية: 


إذا کان: 


فإن: 


وكذلك فإن: 


ee ||| 


Let f (x) = x — 7 , and g (x) = x 
Find f o g (x) and ğ o f (x) 


f(x) = x ~7 , and £ (x) = x 


fog (= f(g (%0) 
=۴ 


=x -7 


go f(x) = 8 (f (%)) 
= 8 )×-7( 
= (x ~7 


Let f (=x — 1 ,and g (O) =1 + r2 
Find f o g (x) and g o f (x) 


f(0 =x—1 ,and g (%) = 1 + x ~2 


fog (x) = f(g (&)) 
=f + J¥#—-2) 
=1+ ل = 1- 2- ل‎ ¥-2 


gof(% =8 (f (%0) 
=8 (%-D 


=1+ x-1-2 
=1+ #-3 


س 


1 3) Inverse function: 


To find the inverse function we have to: 

a- Solve the function y = f (x) for x in terms Of ¥ 

b- Switch x and y. The resulting formula will be y = F(x) 

fF’ (x) is called the inverse function of F(0. 
وسیتم توضصیح خطوات إيجاد الدالة العكسيةء حيث أنها الدالة الناتجة بعد‎ 
تحويل الشكل من كون أن ر معتمدة على × إلى أن تكون × معتمدة على ر بالأمظلة‎ 


التالية: 


Let f (x)= x + 1 find the inverse function 


لإيجاد الدالة العكسية سنفرض أُولاً أن (») ۴ هي ر وبالتالي يصبح لدينا: 
ٍ 
Kx+1‏ ~= 
کول 
ونحاول أن نعكس هذه الدالة لتصبح الشكل × بدلالة ر كالآئي: 
Ay =K12 5 K=2y-25xX=2 )y-1(‏ 


وبالتالي فإن الدالة العكسية (»)"۴ للدالة (») ۴ هو: 


لإيبجاد الدالة العكسية للدالة ٠"‏ = و نقوم بأخذ اللوغاريتم للطرفين فيصبح 


f1) =2 (x- 1) 
Let f (x) = e“ Find f(x) 


لدینا: 


ny =x ine 2x =lny 
وبالتالي فان (») ۴ هي:‎ 


f0) = ln x 


Let f (x) = x . Find the inverse function 
لإيجاد الدالة العكسية للدالة ”× = بر نقوم بجذر الطرفين انحصل على:‎ 


x= ¥ 


وهذا يعني عدم وجود علاقة واحد لواحد بين × و ر 


Means that there is I-1 value from x to y since any value for y 
gives two values for x. 


Here, we can say that there are two inverse functions. But, if we 
restrict the domain of f (x) then, we can say that: 


a) Ify = x , x > Û then x = + Jy and the inverse function here is 
f(0) = x ,x>0 


bJIfy = x? , x <0 then x = رل‎ and the inverse function will be 
F() = x .x>0 


2f =-x +1 
4f (%) = 


Of (RN) = Vx +4 


xX+1 


f(D = 


10( 1)) = 


x 


ارسم الدوال التالية للأسئلة (21-11): 


12) f(x) =x 2-1 


أوجد متطلق ومدى كلا من الدوال التالية لاأسئلة (10-1): 


Find the domain and the range for each of the following functions: 


Df) =x +1 
3(۴ ک‎ 


SFO = Nx-~2 


0= 


9) f (0) = (x - 3) 


Graph the following functions: 


IDf(N) = Nx +2 


13) f(0 = 4X 4t0 = 
15)f(0) = ج‎ 16) f60 = |x - 1| 
179 f (0 =2 - |× دموا‎ 
& 0<x<1 
t= 2x, ISxsS2 
0, otherwise 


“XK, x0 
0= x, Osxsl 
1 


ارسسم الدوال التربيعية التالية محدداً إحداثيات نقطة الرأس وفيما إذا كان القطع 
المكافئ للأعلى أو للأسفل للأسئلة (25-22): 

Graph the following quadratic functions, and give coordinates of the 

vertex and state whether the parabola opens upward or downward: 

22) f (x) = 2” - 4 + 5 

23) f (%) = 1 + 2x + 

24) f (x) = (1 - x)? -2 

25) f (%) = (x + 1)” - 2 (x - 1 


أوجد ع +£ › چ › ٤ ٌ cf.g < fg‏ للشئلة (30-26): 


26) f (%) = 2x -7 and g2 (%0 = x 
271 (= سے‎ =× 
)f(x) f] and 8 (x) =x 
28) f (%) = x and E) = Ix 
29) f (©) = )»-1(* and E()=x-1 
30) 9= and 8 0) = Vx 


أوجد ع٠۲‏ و 0۴ ۾ للأسئلة (35-31): 


3D) f(x) = 2x -7 and g(NO=x+1 


1 


EL A 0 
ANIA FE] andl 
33) = and g(x) = E 
34) f (%) = (x — 2) tnd 8(K)= 

4 
35) f (%) = x +2 and 8 (x)= 


:)40-36( أوجد (»)۴ للأسئلة‎ 
36) f (x) = 2X + 5 
3D f (X= 2x -7 
38) f )%( = 7 - 2x 


39) f 00 = 
x-f 
40( ۴ )( = 
FF 


أكثب الأسئلة التطبيقية التالية بشكل دوال ثم أوجد الحل للأسئلة (43-41): 


1) شركة كهرباء تصدر الفاتورة بمقدار 10 قروش للوحدة إذا كان عدد الوحدات 
المستهلكة أقل أو تساوي 50 وحدة و4 قروش لكل وحدة لما يزيد عن ذلك 
الاستهلاك. أكتب الدالة التي تبين قيمة الفاتورة للوحدات المستهلكةء ثم أوجد 
قيمة الفاتورة إذا كان الاستهلاك 60 وحدة مع الرسم. 

Electricity is charged to consumers at the rate of 104 for the first 50 
units and ¢ for amounts in excess of this. Find the function c (x) that 


gives the cost of using x units electricity, then find the cost for using 
60 units with graph. 


2) مكسنب لتأجبر السيارات يوجر السيارة بعشرة دنانير في اليوم وعشرة قروش 
لكل كيلو متر تقطعها السيارة. أكثب مقدار الكلفة اليومية لأجر السيارة كدالة 


1 EEE 


من عدد الكيلومثرات المقطوعة »×> ثم ارسم الدالة وأوجد أجرة تأجير سيارة 
ليوم واحد وقطعت مسافة مقدار 100 كيلو متر. 


A small company for canting cars charges 10 diner a day and 10 fils 
for cach kilometer driving. Write the daily cost for renting a car as a 
function of number of kilometers x. Graph the function and find the 
cost for renting a car for one day driving 100 kilometers, 


.» ليكن × عدد الوحدات المنتجة ولتكن (۴)۸ دالة التكلفة الكلية المعتمدة على‎ )3 
أكتب الدالة (») والتي تمثل تكلفة ثابتة 8100 ونكلفة متغيرة للوحدة الواحدة‎ 
إذا كان عدد الوحدات المنتجة أقل من 100 وحدة. وتمثل (») تكلفة ثابتة‎ 5 
وتكلفة متغيرة للوحدة الواحدة 54 إذا كان عدد الوحدات المنتجة لا تقل‎ 0 
عن 100 وحدة. ثم أوجد تكلفة إنتاج 50 وحدة وكذلك تكلفة إنتاج 150 وحدة.‎ 
Let x be number of units produced and le f (x) be the function for the 
total cost. Write the function f (x) in term of a fixed cost of $100 and 
a variable cost of $5 for each unit produced if the number of units is 
less than 100 units. And f (x) in term of a fixed cost of $200 and 
variable cost of $4 for each unit produced if the number of units is at 


least 10Û units. Graph the function and find the total cost for 
producing 50 units, and total cost for 150 units. 


- 
المصفوفات 
6-1 مقدمة أ 
6-2 المصفوفات ا 
6-3 الجمع والطرح للمطفوقات 
6-4 ضرب المصفوفات ¡ 
6-4-1 ضرب مصفوفة في ثابت 
6-4-2 ضرب مصفوفية صفية في مصفوفة عمودية 
6-4-3 ضرب مصفوفتین ٠‏ 
6-5 المصفوفة الأحادية (المتماظة) 
6-6 ضرب المصفوفة المربعة قي نفسها 
7 6 قوانین عل لوداي 
6-8 المحددات 
6-9 المبدلة للمصفوفة ‏ ؛ 
6-0 معكوس المصفوفة ‏ | 
1) استخدام الطريقة ألسريعة 
2) استخدام الطريقة المطولة 
11 -6 حل المعادلات الخطية بأستخدام المصفوفات 
6-1-1 حل المعادلات باستخدام طريقة معكوس المصفوفة 
12 -6-1 حل الممادلات باستخذام طریقة کرامر 
أسئلة الفصل السادس 


Matrices 


61 aaدaة Introduction‏ 
سسيتناول هذا الفصسل مفهوم المصفوفات sءءا):1‏ ونظرية المصفوفات 
Matrices Theory‏ مسن بداية تعريفها s«منانماf٥(‏ ع٣‏ إلى الرموز الخاصة 
بlلمھصmlgiı Notation and Terminology of Matrices‏ إيجاد المېدلة 
"ranspose‏ و المح دد .The Inverse ةوûiصملا سوکeمو Determinants‏ 
ويتضمن الفصل جميع العمليات الجبرية للمصفوفات من جمع وطرح لصة لله 
Subir‏ والضصرب في ابت وضرب مصفوفتین و0n‏ ناما .M‏ وكذلك 
يتضمن الفصل حل أنظمة المعادلات الخطية بواسطة المصفوفات نم4 م14 
t0 S01 Systems of Linear Equations‏ وسيتضمن الفصلل العديد من الأمثلة 
Examples‏ والأملة التطبيقية يام n‏ a×غ‏ 4ءناممه وسيتضمن أيضاً في نهايته 

على العديد من الأسئلة sعیزE»e.‏ 
يستألف هذا الفصل من المباحث التالية: المبحث 6-2 المصفوفات وعءزإأ»» 
والمسبحث 6-3 الجمع والطر ح للمصغفوفات Addition and subtraction of‏ 
matrices‏ و المسبحث 6-4 ضرب المصفوفlٽ multiplication of matrices‏ 
والمبحث 6-5 المصسفوفة الأحادية (المثماظة) ةم انال والمبحث 6-6 
ضرب المصفوفة في نفسها والمبحث 6-7 قوائين على المصغوفات اه۴ Rules‏ 
matrices‏ و المبحث 6-8 المحددات ياصةمنوبعءل والمبحث 6-9 المبدلة 
للمصفوفة »اص گە oseمns ra‏ والمبحىث 6-10 معكوس المصفوفة [Inverse of‏ 
ااه ه وأخيراً المبحث 6-11 حل المعادلة الخطية باستخدام المصفوفات 


«solving system of linear equations using matrices 


GLa 


:Matrices المصضوفات‎ 6-2 

لو فرضنا هناك مصنع ص۲]! لإنتاج ثلاثة أنواع Three Types of gull j‏ 
ئ60 وهي 21ع , د8 , دع والتي تباع إلى اثنان من الشركات المستهلكة 0س1 
ton‏ ,ء , د. وكانت المبيعات الشهرية مدرجة في جدول رقم (1) التالي: 


Goods 
8ı 82 83 
Cı 5 4 7 
Customers 
C2 6 8 10 
)1( جدول رقم‎ 
مبیعات ثلاث سلع لشرکتین‎ 


حيث يتضح أنه خلال الشهر باع المصنع 5 وحدات من النوع الأول ع إلى 
المستهلك الأول ,٠ء‏ وباع 10 وحدات من النوع الثالث رع إلى المستهلك الثاني رء 
وهكذا لقراءة بقية إلقيم. 
عرض البيانات في هذا الشكل للجدول المرتب والذي يمثل شكل مستطيلي 
Rectangular Array‏ وإذا تم إلغاء العسناوين مسن الجدول سوف نحصل على 
مستطيل مرتب من الأرقام والذي يمثل المصفوفة 1ة بالشكل التالي: 
7 4 
10 


وبصورة عامةء أي مستطيل من البيانات محاط بزوج من الأقواس يدعى 
مصفوفة ×1ءة11. ومفردات الأرقام التي تكون هذا المستطيل تدعى بالعناصر 
gİ Elements‏ المفسردات وعااص. والمصفوفة تتألف من صفوف وس۸0 وأعمدة 


«Columns 


| المصفوفة أعلاه تتكون من صفين وس0 10 وثلاثة أعمدة إ1 


5اه وبالتالي نقول بأن هذه المصفوفة من الدرجة ل0 3 × 2» ونعني 
بالدرجسة علإه هنا حجم المصقوفة من عدد صفوفها وعدد أعمدتها. ويتضح مما 
سبق أنه يمكن تعريف المصفوفة كالآتي: 

Matrix: 


Is a rectangular array of numbers. The numbers are called elements, 
and the general form of matrix, say A, is: 


at A2 d3 . Ain 


d21 d22 d3 ... BM 
dmi An2 @Am3 .. Amn 


يتضح أن المصفوفة هي مستطيل من الأرقام الحقيقية المرتبة ومغلقة بأقواس 
كبيرة؛ وبصورة عامة المصفوفات تعرف بالحروف بالكبيرة مئل ۸ » 8و €. 

وتعرف درجتها ل0۲ بحاصل ضرب الصفوف في الأعمدة " × ص 
ويعرف كل عنصر 611ء81 من عناصر المجموعة بحرف صغير ره ورقمين 
صغيرين الأول ¡ يمثل رقم الصف والثاني زيمثل رقم العمود. 

والتالي أمثلة مختلفة للمصفوفات: 


4 5 
A= Gt 3 , B= 10 5 , C= , 
2 2 o 


ويتضح أن 4۸ تحتوي على ثلاث صفوف وعمودين وبالتالي فن درجتها 
0er‏ هي 2 × 3 حيث أن ءناصر الصف JlأJg Elements in First Row‏ )5 « 
4) وعتاصر العمود الأول Elements in First Column‏ (1 0 4). المصفوفة 8 
هي مصفوفة مربعة »أا ء5۵ وذلك لتساوي عدد الصفوف وعدد الأعمدة 
أي أن درجتها ماه هو 2 × 2. والمصفوفة € تسمى مصفوفة عمودية C01٨1‏ 
×11 وذلسك لكونها تحتوي على عمود واحد وثلاثة صفوف وأن درجتها إعل!ه 
هو 3 × 1. أما المصفوفة 2 فتتكون من قيمة واحدة. وأخيراً فإن المصفوفة ۴ هي 
مصفوفة صفية اهدص سه: وأن درجتها عله هو 5 × 1 وذلك لكونها تحتوي 
على صف واحد وخمسة أعمدة. 

وسنقوم الآن بالتصرف على بعض المصفوفات المعروفة بأسماء معينة 
وبأشكال محددة كالآتي: 

المصفوفة المربعة ×اماة ١إهسي؟:‏ وهي المصفوفة التي يتساوى فيها 
عدد الصفوف وعدد الأعمدة ودرجتها " × ج أو em × m‏ مثلأً: 


2 
A= 3. 4 


ويمكن أن نقول أن 4 من الدرجة ١‏ ونكتب ره للمصفوفة المربعة. 


المصسفوفة الصفرية :ze0 matrix‏ وهي المصفوفة التي جميع عناصرها 
أصفار ع؛ ويرمز لها عادة بالرمز 0 وتكتب بالشكل التالي: 


E 


المصفوفات المتساوية s#عاإ٤د‏ اواوه: وهي المصفوفات الئي تحتوي 
على نفس العدد من الصفوف والأعمدة أو أن درجتیهما مساویة رو×وص 7 0*0 


وأن كل عنصرين لهما نفس الموقع يكونان متساويين» مثلاً المصفوفتان 8 و ° 
منساویتان matrices‏ اuaپe‏ ذا كانتا کما یلي: 

TE. 
4 -1 آ4‎ 


B= 0 10 , C= 0 10 


أ 
کا ج ر 


العناصر القطرية sاصء.عاء‏ 1ه”معداي: وهي العناصر التي تظهر على 
القطر الرئيسي للمصفوفة والتي ظهرت في كتابة الشكل العام المصفوفة. وهي 
العناصر ره , دة , ... , ,وء أي هي تلك العناصر التي تقع على نفس رقم الصف 
والعمود. مثلاً العناصر القطرية للمصفوفة التالية: 


ù4 =9 < a =5 «a =1 هي العناصر:‎ 


المضفوفة القطرية موص 41١هعهال:‏ هي المصفوفة المربعة ١4ں‏ التي 
یکسون جميع عناصرها أصفار 0ه باسنثناء عناصر القطر الرئيسي ا4٣‏ 0عهاك 
sاعصهاء.‏ ويمكن كتابة المصفوفة القطرية بالشكل التالي: 


diag (aıı a2  .. drm) 


ومن أمثلة المصفوفات القطريةء المصفوفة 8 التالية: 


الآخر التالي: 


0 ت ج2 1 B = diag‏ 
۷ 63 الجمع والطرح للمصفوفات: 1 
Addition and subtraction of matrices‏ 
يمكن إجراء عملية جمع عدة مصفوفات أو عملية طرح لمصفوفتين إذا كان 
لها نفس الحجم أو الدرجة :عله the same size or‏ إذا كانت المصفوفتان 8,4 
من تفس الدرجةء ولتکن ۸ × صء فإن مجموعهما 8 + 4ء ونطلق عليه اسم ©» 
سيكون من الدرجة ١‏ × " والعناصر نحصل عليها من جمع العناصر المتناظرة 
في المصفوفتين. 
If A and B are both of the same size or order. Then, the sum A + B‏ 


is the matrix obtained by adding the elements of B to the corresponding 
elements of A. Similarly, we can obtain A-B 


وسيم توضيح هذه العملية الواضحة من خلال المثال التالي؛ 


4 3 r 
Let A= B= ,„ and 
7 3 


Find, if possible A + B, B+A,A-B,B-A,A+C,B-C 


يمكن هنا ملاحظة أن درجة لاه المصفوفة 4 هو 3 × 2 وكذلك درجة 
أما المصفوفة ٥‏ فإن درجتها هو 2 × 2 وبالتالي يمكننا جمع 


المصفوفتين و ا ا 
لمصفوفة ٣‏ فلا يمكن ذلك. وبالتالي فإن النتائج ستكون كما يلي: 


10 


3+2 54 
7+3 . 6+2 


ویلاحظ هنا أن 4 + 8 = 8 + A‏ 


أما عن طرح المصفوفات فلدينا: 


1 
4 


1 
4 


2+3 4+5 

3+7 2+6 
32 54 

73 62 
23 45 

37 26 ١ 


وبالتالي فإن (4 - 8)- = 8- ۸ 


4+3 


43 
A-B= 
10-4 
3-4 
B-A 
4-10 


64 ضرت iأصضوhٽ :Multiplication of matrices‏ 
لتوضبيج عملية الضرب سنبدا بتوضيح عملية ضرب مصفوفة في ثابت تم 
ضرب مصفوفة صفية في مصفوفة عمودية ثم ضرب مصفوفتين كالآتي: 


6-4-1 طنزب مصفوفة في بت Scalar multiplication‏ 


ويعلسي ضرب کل عنصر من عناصر المصفوفةء ولتكن 4ء في الثابت 
الحقيقي» وليكن ء» لنحصل على الناتج بالشكل هء ويمثل مصفوفة من نفس درجة 
المصفوفة 4ء أما عذاصرها فناتجة عن ضرب كل عنصر من علاصر المصفوفة 


.c بالثابت‎ ۸ 


If A is any matrix and C is any constant (scalar). Then, the procluct 
cA is the matrix obtained by multiplying each element of A by c. 


والمثال التالي يوضح ذلك: 


Let B = 


Find, if possible cB and dB 


واضح أن ناتج الضربين 8ء و 48 كالآتي: 


20 15 
cB =5 5 10 25 
0 5 0 
3 45 345 
dB = 1 
5 245 55 
1 0 1/5 0/5 


ويتضح من أعلاه أن عملية الضرب أو عملية القسمة لمصفوفة مع ثابت 
۴ءء يتم بتغيير جميع عناصر المصفوفة بالضرب أو القسمة على ذلك الثابت. 


6-4-2 ضرب مصفوفية صفية في مصفوفة عمودية: 
Multiplication of a row by a column‏ 


افتسرض أن هناك مصنع ينتج أربعة أنواع من السلع وكل سلعة تحتاج إلى 
عدد من الوحدات الأولية وكما معرف في المصفوفة الصفبة ×اة" ۷و ۸ء 
التالية: 


D RN Q_ 
A= | 6 5 4 10 | 


وهذا يعني أن البضاعة 0 تحتاج إلى 6 وحدات والبضاعة ۸ تحتاج إلى 5 
وحدات والبضصاعة ١N‏ تحثاج إلى 4 وحدات أما البضاعة © فتحتاج إلى 10 
وحدات. وإذا كان كل وحدة من هذه الوحدات المختلفة لهذه السلع هي كما موضح 
في المصفوفة العمودية »٣ا4٠‏ مااي 13 وهي: 


ا 
1 
لہ من ہا ټن 


فإن كلفة كل وحدة من وحدات 2 هو 7 وكلفة كل وحدة من وحدات ۸ هو 
8 وكلفة كل وحدة من وحدات N‏ هو 5 أما كلفة كل وحدة من وحدات © فهو 3. 
فلإيجاد كلفة نصنيع هذه السلع الأربعة للمصنع سيكون: 


Cost = AB = ٠ 6 5 4 0 | 


GN‏ نن ي لن 


= (6) (7) + (5) (8) + (4) (5) + (10) (3) 
= 42 + 40 + 20 + 0 
= 132 


وبالإشارة إلى الأرقام السابقة فقد قمنا بضرب الرقم الأول من المصفوفة ۸ 
في الرقم الأول من المصفوفة 8 والرقم الثاني من 4 بالرقم الثاني من 8 والرقم 
الثالث من ۸ بالرقم الثالث من 8 والرقم الرابع من 4 بالرقم الرابع من 8. وبعدها 
قمنا بجمع هذه النواتج الأربعة للحصل على قيمة واحدة هي 132. 


اه وهذه الطريقة من الضرب يمكن تلخيصها كالآتي: 
إذا كان لدينا الصف ¡ من الدرجة م × 1 بالشكل التالي: 
[aı a2 .... ap‏ 


ولدينا العمود ز من الدرجة 1 × م بالشكل التالي: 


bri 
فإن حاصل الضرب هو قيمة واحدة عں[ة۷ عه نحصل عليها كالآتي:‎ 
bj 
baj 


[aii 2 .... Ap] = @jı Dij + ai2 b2j + ... + aip pj 


Dpi 


إذا كانت لدينا المصفوفات التالي: 


Given the following matrices 


AWA N 


Find AB and CD 


لإيجاد حاصل الضرب ۸8 لدينا: 


= )3( )2( + )0( )6( + )4( )5( 
= 6+0 +20 =6 


AB= [_ 3 0 4 | 


a QQ N 


ولإيجاد حاصل الضرب 02 لدينا: 


= (10) (2) + (7) (5) + (8) (3) 
+ (4) (6) 


= 20 + 35 + 24 + 24 = 3 


c= [_ 10 7 8 4 | 


دح درا 


0 


ويجدر بنا هسنا ذكر الملاحظات المهمة التالية والثي يجب مراعاتها عند 
ضرب المصفوفات وهي؛ 
1) يجب أن نضع مصفوفة الصف أولاً على جهة اليسار 1۲ ومصفوفة 
العمود على جهة اليمين ع۸ كما في المثال السابق. 
2) يجب أن تكون عدد المفردات أر العناصر كامعصعاء ۴ه اطم في 
مصفوفة الصف تساوي عدد العتاصر في مصفوفة العمود كما في 
المسثال السابقء ولهذا لا يمكن ضرب 4١‏ أو 8© لكونها غير معرفة 


.not defined 


4-6-3 ضرب مضفوûڌjı :Multiplication of two ıarices‏ 
يمكن توسيع طريقة الضرب السابق ذكرها لتشمل ضرب المصفوفات التي 
تحتوي على أكثر من صف س۲ أو أكثر من عمود ”نامء بالاعتماد على 
طريقة طسرب الصف في العمود لثنكرر إلى ضرب صفوف المصفوفة الأولى 

بأعمدة المصفوفة الثانية. 


وبصورة عامة ااعمع ١ء‏ افرض لدينا المصفوفة ١‏ الناتجة عن ضرب 
المصفوفتین ۸ و 8 بالشكل ۸8 أي أن ۸8 = € فإن العناصر زز ؟ادعصعاه 
للمصسفوفة ٥‏ هي حاصسل ضرب الصف أ من المصفوفة ۸ في العمود ز من 
المصسفوفة 3[. ولسذلك فإن الضرب السابق والذي تم إيضاحه وعمله في الفقرة 
السابقة يسمى الضرب الداخلي inne produ‏ وذلك لأن بتكرار عملية الضرب 
الداخلي لصفوف المصفوفة ۸ وأعمدة المصفوفة 8 نحصل على عناصر مصفوفة 
حاصل الضسرب .٥C‏ مع الإشارة إلى أن عملية الضرب للك ثحتاج إلى الشرط 
التالسي وهو أن عدد الأعمدة زفي المصفوفة ۸ يساوي عدد الصفوف ‏ في 
المصفوفة 8» وبغير ذلك لا نستطيع الضرب. 

وبالتالي يمكن تلخيص عملية ضرب المصفوفتین ۸ و 8 كالآتي: 

إذا كانت المصفوفة 4 من الدرجة م × 1١‏ والمصفوفة 8 من الدرجة م × م 
فلن حاصل الضرب 48؛ وليكن المصفوفة ٣ء‏ هو من الدرجة 1 × ص وتحدد 
عناصرها بأن يكون العنصر في الصف ا و العمود ز من المصفوفة ٣‏ ناتج عن 
عملية ضرب الصف أ من المصفوفة 4 بالعمود ز من المصفوفة 8. 
If A is an mı X n matrix and B is an p X n matrix. Then, the product‏ 


AB is the m Xx n matrix whose elements are defined as follows; To find 


the element in row i and column j of AB, single out row i from A and 
column j from B and multiply them using inner product, 


وسيتم فيما يلي توضيح عملية الضرب عن طريق الأمظة التلية: 


اضزب المصفوفات الثالية: 
Find the product AB and BA, if possible‏ 


nea |] 4 3 2 El 
GN and B = 3 
3 


يجب علينا أولا التحقق مسن شرط مساراة عدد الأعمدة columns‏ في 
المصفوفة ۸ مع عدد الصفوف ۷ه في المصفوفة 8. 
وهنا قد تحقق الشرطء حيث أن عدد الأعمدة في 4 هو 3 وعدد الصفوف 
في المصفوفة 8 هو 3 أيضاً وذهذا نستطيع إيجاد ۸8. 
أما عن عملية الضرب فلدينا: 
ت سوف تكون أبعاد المصفوفة ا١‏ 


E 1 


4 3 2 1 -1 
2x3 Bax = 
aa 5 6 | 0 


یجب أن يکونا متساریین 


+ 
ES 


43 2 | 1 4 3 2 1 
0 2 
4 
L360 1 L560 | 1 | 
0 2 
4 3 


وهنا نلاحظ أن ضرب الصف الأول في العمودين يعطيذا الصف الأول 
للمصفوفة الجديدة وضرب الصف الثاني في العمودين يعطينا الصف الثاني 
للمصفوفة الجديدة وكما يلي: 
)3(2(+)3)(2(+)1-(4( )2)(4(+)3)(0(+)4)(1( 
)0)(3{+)6)(2(+)5)(1( : )0)(4(+)6)(0(+)5)(1( 


2×2 


AB2.2 = 


عدد الصفوف في المصفوفة الجديدة يساوي عدد الصفوف في المصفوفة ۸ 


وعدد الأعمدة في المصفوفة الجديدة يساوي عدد الأعمدة في المصفوفة 8. 
أما عن الضرب 84 فلدينا: 


1f 
1 


٤ 


| 4 3 2 
2 A= 5 6 0 


الداخل يجب أن نكون 3x2‏ 


متساوي» وهي كذلك بضربها 
أبعاد المصفوفة الجديدة 
BA3xa‏ 


BA= 


(1)(4)+(-1)(5) (1)(3)4(-1(6) (12)(-1)(0) 
BA = (0)(4)+(2)(5)  (0)(3)+(2)(6) (0)(2)+(2)(0) 
(4)(4)+(3)(5)  (4)(3)+(3)(6) (4(2)(3)(0) 


1 -3 2 
= 10 12 0 
31 30 8 


3x3 


ولهذا من خلال المثال (4) أعلاه نجد إن المصفوفة الناتجة من ضرب 
المصفوفة 4 في 8 أي 48 لا تساوي المصفوفة الناتجة من ضرب 8 في ۸ 
والتي هي 84 وكما تلاحظ أن أبعاد المصفوفة ۸8 هو 2 × 2 أما أبعاد 8۸ فهو 
x<3‏ 3. 

والملاحظة الثانية نلاحظ أن الصف للمصفوفة الأولى يكون ثابت أي نضرب 
جميع أعمدة المصفوفة 8 في صف واحد من 4 وهكذا لكل صف؛ ويمكن ملاحظة 
يكون كل عمود ثابت على مستوى العمود فالعمود الأول يضرب بجميع صفوف 
المصفوفة الأرلى ومنه يكون عمود المصفوفة الجديدة فالعمود الأول ينتج منه 
العمود الأول للمصفوفة الجديدة والعمود الثالي للمصفوفة 8 ينتج منه العمود الثاني 
للمصفوفة الجديدة وهكذا. 


اضرب المصفوفات الثالية ٥‏ و 5ء أي إيجاد © و 0 إذا كان كلا منهما 


كما پلي: 
Find the product of the matrices C and D, or find CD and DC if C‏ 
and D as:‏ 


0 
x‏ 
ص 
1 
1 
1 
د 


5 
C|x3 D3» = we can 
=| 3 0 1 | D-3» = فة‎ product 
2 سمط أ الداخل‎ )3=3( 


القارج لس 


CD = | (5)3) + (0(3) + (-1(2) |6 


أما لإيجاد حاصل الضرب 02 فلدينا: 
ا 5 _ 
3 


3 0 1 | 


2 الداخل 
الخارج 


OG) (5O (5C1) 
DC3xa= G3)G) 3X0 GJCD 
(2)3) (2(0) (2C1) 


19 0 -5 
DC= 9 0 -3 
6 0 -2 


ويمكن ملاحظة كيف يؤثر العمود من المصفوفة الثانية ° في المصفوفة 
الجديدة 5€ فإذا كان العمود يحتوي على 2٥:0‏ فيكون جميع قيم العمود الجديد 
تساوي 0ء2. وأيضاً نلاحظ عندما يكون هناك عمود إشارته سالبة فيكون العمود 
الجديسد جميع قيمه سالبة. ويمكن أيضاً أن نلاحظ أن ضرب صف في عمود يكون 
الناتج قيمة واحدة ويكون هناك ثلاث أعمدة وثلاث صفوف وإذا غيرنا ترثيب 
ضرب المصفوفات كما في 5٥‏ حيث تم احتساب مفردات العمود على أثها صفوف 
ومفردات الصف على أنها أعمدة وكائت النتيجة المصفوفة 0٥‏ في أبعادها 3 × 3. 


2 
6 
0 


1 
0 5 -1 4 


لا يمكن ضرب المصفوقات التالية وذلك: 


لعدم تساوي أعمدة ۸ مع صفوف 8 

The product AB is not defined 
° لعدم تساوي أعمدة ۸ مع صفوف‎ 

The product AC is not defined 
€ لعدم تساوي أعمدة 8 مع صفوف‎ 

The product BC is not defined 


1 


0 0 
1 0 
0 1 


oO © د‎ 


ترتیبها معروف بدون غموض. 


€ ,8 , ۸ اضرب المصفوفات الثالية إذا أمكن‎ 
Find the product of the following matrices A, B , C, if possible. 


5 2 4 4 3 3 
NIE SB BENE 3S ae e 5 


65 اللصفوفة الأحادية )dتnافغذة( Identity Matrix‏ 
تدعى المصفوفة المربعة ×ااة :نوه مصفوفة أحادية أو متماظة إذا كان 


It is impossible to multiply the matrices: 


AxXB 


2X2 # 3X2 


Ax C 


2×2 + 33 


Bx C 


3*2 ± 33 


جميع عناصر ها على القطر 1ه١0عهإل‏ يساوي واحد وجميع العناصر sأ١ع»ءاع‏ 
خسارج القطسر تساوي صفراً .2٥۲0‏ والمصفوفات الثالية تمثل مصفوفات أحادية 
nتlaظlة identity matrices‏ للأحجام 2 × 2 و 3 × 3» وکما يلي: 


وتعسرف المصفوفة الأحادية المتمائلة بالحرف 1 عندما يكون حجمها أو 


افرض لديك المصفوفة 4 كما يلي: 


e 


أوجد حاصل ضرب 41 و 14ء حيث أن 1 تمثل مصفوفة متمائلة أحادية. 
Find AI and IA, where I denotes the identity matrix‏ 
یمکن ضرب کلاً من ۸1 و 14 إذا کان كلا من ۸ و 1 مصفوفات مربعة 
guere matrices‏ لنفس الحجم أو الدرجة. وبما أن ۸ مصفوفة 2 × 2ء إذن 
المصفوفة المستماظة الأحادية ×ادص اناف يجب أن يكون حجمها 2 × 2ء 


ولذلك: 
0 
I=‏ 
0 
ET 1 0 c(1)+ d(0) c(0) + d(1)‏ 
ab 0 1 j7j a+b) a(0)+b(1)‏ 
c d‏ . 
a b =A‏ 


ونفس الشيء راهان 1؟: 


1 0 c d ce dûd 
IA= تی‎ =A 
& a b a b 


ولذلك: ۸ = 1۸ = آھ 
وتستطيع الملاحظة من هذا المثال هو عند ضرب أي مصفوفة في مصفوفة 
أحادية لا بحدث تغيير على المصفوفة الأصلية مهما كان حجمها. أو نستطيع القول 


هو أن المصفوفة الأحادية 1 identity matrix‏ تسلك سلوك رقم 1 عند ضربها في 
أي مصسفوفة ذات أرقام حقيقية يراداد اهإ. وهذا هو التبرير نسميه المصفوفة 
)ية identity matrix‏ ولأي حجم من الأحجام. وكذلك إذا كانت ۸ مصفوفة 
مربعة تاه ءإ«سوء لأي حجم من الأحجام يمكن أن تكرن العلاقة التالية حفيفة 


بدون أي لبس أو غموض ۸ = 1۸= ۸1 


,|66 ضرب المصفوفة الربعة ×أاه" ١هي‏ ف نضسها (۸ = 4.۸): 
وكذلك نستطيع تعميم ضرب المصفوفة المربعة ۸ ×أءاة" ١٠٣4ء‏ في نفسها 
والتي حجمها ” × «. وسوف تكون نتيجة الضرب ۸ = ۸,4 


وكذلك ضربها في نفسها مرة أخرى يعطينا ما يلي: 


A.A.A = Aڌ‎ 


ونستطيع الاستمرار على هذه الطريقة إلى أي عدد من مرات ضرب 


المصفوفة فكل مرة سوف تزداد القوى إعسهم ع11 واحد. 


:Rules for matrices laوذصiا قوانین على‎ 67 


سنعرض في هذا المبحث بعض القوانين أو النظريات (بدون براهين) والتي 
يمكن الاستفادة منها لحل الأمثلة والأسئلة الخاصة بالمصفوفات كالآئي: 


DA+B=B+A 


(Commutative law for addition) 
2) A +(B + C= (A+ B)+C (Associative law for addition) 
3) A (BC) = (AB) C (Associative law for multiplication) 
4) A (B + C) = AB + AC (Left distributive law) 
5) (B + C) A = BA + CA (Right distributive Law) 


6) A (B - ©) = AB - AC 
7) (B ~C) A = BA-—CA 
8) a (B + C) = aB + aC 
9) a (B -C) =aB ~aC 
10) (a + b) C = aC + bC 


TT AY Ui FRI aT apa | 
1) (a— b) C = aC - bC 

2) a (bC) = abC 

3) a (BC) = (aB) C = B (aC) 
l1 A+0=0+A=A 

15) A-A =0 

16) 0-A=-A 

TD AQ0=0 , O0A=0 
IWAI=A , IA=A 


Determinants Sladek! 6-8‏ 
تعتبر المحددات من الخصائص المهمة في دراسة المصفوفات وفكرة 
المحددات للمصفوفات المربعة ×نااه" وء ستعرض كما يلي: 


An important attribute in studying matrix algebra is the concept of 
determinant for a square matrix. 


برمز إلى المحددة بخطين مستقيمين مثل محدد ۸ هو |4| أو يمكن أن تمزج 
فقط في أول ثلاث حروف الصغيرة (4) ة. وأيضاً يعطى للمصفوفة تريب مقلاً 
الضفو ۸ة : 


نرمز للمحددة لهذه المصفوفة || أو (4) #٤‏ أو يمكن أن تكب بشكل كامل 
مثاد %2 A1‏ 
a %22‏ 
٠‏ ويمكن إيجاد المحددة لهذه المصفوفة كما بلي: 


det (A) = aıر‎ a22 — a2ı a22 


۽ ودرجتها ۲٥لإه‏ هو 2. 


س ESE‏ _- اوقا 


“ي٣‎ 

وبصورة عامة لإيجاد المحددة لامصفوفة الرباعية 2 × 2 فهر حاصل 

ضرب عناصسر القطر الرئيسي امطمعوال مأو را منه حاصل ضرب 
عناصر القطر الثانوي 1ة”هعه:ل-ووهء كما تلاحظ من المثال التالي: 


.8 أوجد المحددات للمصفوفات التالية ۸ و‎ 
Find the determinants for the matrices A and B, where 


1ا 1 


det (A) =1 X4-—2X 3= -2 
det (B) = 5 xX 2 - (-1 x 6) = 10 + 6= 16 


ما إذأ كانت المصفوفة المربعة حاو ءإداوء ودرجتها 3 × 3. فإن 
حساب المحددة لها يتم بعدة طرق. وأحد هذه الطرق هو إضافة العمودين الأول 
والثاني إلى المصفوفة ومن ثم نبداً بضرب عناصر القطر الرئيسي وكذلك ضرب 
عناصر القطرين الأخرى اللذان بعده ونجمعها ونطرح منهما حاصل ضرب 
مفردات القطر الثانوي لaصمعهiك-وومء‏ والأقطار الثانوية الأخر ى التي قبلها وكما 


في المثال التالي: 
ar a2 a3‏ 
A= a 22 23‏ 
a31 4 3‏ 
(D‏ )2 )3( 
A 2 dk AT‏ ا ok.‏ 
a22 kl a21 a22‏ ی det (A) = a21‏ 
432 ا اہ کک رکفد 332 a31‏ 
يا a A kT <a Sk‏ 
@ ( )1( 


det (A) = (ù, X da2 X a13 + dı2 X a23 X da + dı2 X da X a34) 


~ (y2 X Azı X d33 + fı X d23 X Aa + A13 X A22 X aa) 


أوجد المحددات للمصفوفات الثالية: 
Find the following determinants:‏ 


1 0 2 2 -1 0 
A=) 3 4 5 B=) 3 4 5 
5 6 7 2 6 


(1) 40 (2) 30 (3)0 


0 0 @( 6) 
28 0 36 


det (A) = (28 + 0 + 36) - (40 + 30 + 0) = -6 

O ES 
+ + + (( @ 0 
چے چے کے یا يا ي‎ 


det (B) = 3 د ی د چ +چے‎ E 


det (B) = (48 + 10 +0) - (0 + 0 - 18) =76 


ا ی کے ر 
a TG CS‏ 


ا69 المبدلة للمصفوقة :Transpose of a mafrix‏ 
المبدلة للمصفوفة ۸ هو تغيير صفوف المصفوفة 4 إلى أعمدة وتغيير 
أعمدتها إلى صسفوف ويرمز لمبدلة المصفوفة ۸ بالرمز "۸ أو ۸ (وئقرأ ۸ 

برایم). 


Aij => AÎı and is obtained by interchanging the rows and columns 
ofA. 


أوجد المبدلة للمصفوفات الثالية: 


Find the transpose for: 


dı 4 di A 
11 A2 i 21 
dı 222 ٣ ال‎ dı2 422 
5 4 0 5 @2- ¢ 
Bj = 2 3 4 , B"j= 3 
6 -10 0 4 -10 


ويلاحظ أن إيجاد المبدلة هر تبديل الصفوف إلى أعمدة وتبديل الأعمدة إلى 


صفوف» ومن أهم خصائص مبدلة المصفوفة هو :Properties for transpose‏ 


1) (ATT = A 
2) (A +B)" = A" + BT 
3) (AB) = BT A" 
Sردصعاصاع وبالسرجوع لتعريف المبدلة يمكن تعريف المصفوفة المتماثلة‎ 


)ص بالشكل التالي: 
إذا كانت المصفوفة المربعة 4 من الدرجة ۾ × ۸ وکائت "۸ = ۸ فإن 
المصفوفة 4 ثسمى مصفوفة متماثظة. 


Let A be a square matrix of order n X n. Then, if A = A , A is 
called a symmetric matrix. 


21 21 
for example A = „, and since A = then A is a 
1 3 1 3 
symmetric matrix. 
۸۸" وكسذلك يلاحسظ هنا أن ولكل مصفوفة ۸ من الدرجة ” × ص فلن‎ 
وكذلك ۸"4 هما مصفوفات متماظة.‎ 
If A is any matrix of order m X n. Then, AA is a symmetric 
matrix, and so is ATA. 
والمثال التالي يوضح ذلك:‎ 


2 4 
Let A= Find AA" and ATA 


01 
22 
ولإيجاد النواتج لدينا:‎ 
1.3 
2 4 12 0.2 
A= and A = 

01 3 4 12 
2 2 


الاه س > د 


1 
12 4 20 14 1 4 2 2 
rat 2‏ 4 3 0 4 
8 2 12 8 2 2 
ويلاحظ بأن الناتج يمثل مصفوفة متماثلة 
3 1 2 
15 9 4 2 20 8 
= =ۍAA‏ 
KE | 0 1i 15 30‏ 
ت EN‏ 
2 2 


وكذلك فإن الناتج هو مصقوفة متماظة. 


ويتبين من المثال (11) أن استخدام المبدلة طريقة جيدة ومفيدة لكثير من 
التطبيقات لتحويل المصفوفات الغير متماثلة إلى أن تكون مصفوفات متماظة. 


610 م کون الضفوفة :[nyerse of a matrix‏ 
إِذا كانت خر فة مر م الدرجة 1 وكان بالإمكان إيجاد مصفوفة 
مربعة أخرى» ولتكن 8؛ من نفس الدرجة بحيث أن ,[ = 84 = ۸8 يقال عندئذ أن 
المصفوفة 4 قابلة للانعكاس. وئسمى 8 معكوس المصفوفة 4. ويرمز لمعكوس 

المصفوفة ۸ عادة بالرمز "ه. 
If A is a square matrix of order n. And if we can find a square‏ 
matrix of order n, say B, such that AB = BA = I, then we say that A is‏ 
invertable and B is the inverse of A. The inverse of a matrix A is denoted‏ 
byA.‏ 
ويلاحظ مما سبق ما يلي: 
1) يعرف المعكوس فقط للمصفوفات المربعة 


Inverse matrices are defined for square matrices only, 


2) إذا کان ۸ معكوس للمصفوفة 8 فإن 8 هي أيضاً معكوس للمصفوفة ۸. 
If A is the inverse of B then B is the inverse of A.‏ 
3 إذا كان للمصفوفة ۸ معكوس عندئذ يقال بأن 4 قابلة للانعكاس. 
If A has an inverse then we say that A is invertable.‏ 
4) إذا كان للمصفوفة ۸ معكوس فهناك معكوس واحد فقط. 
If A has an inverse then it is unique.‏ 
5) ليست جميع المصفوفات المربعة لها قابلية الانعكاس. 
Not all square matrices are invertable.‏ 
ويمكن على ضوء الخصائص والملاحظات أعلاء إعطاء فكرة عن وجود 
معكوس لمصفوفة معينة أم لا والمثال التالي يوضح ذلك. 


للإجابة على هذا التساؤل علينا إيجاد حاصل الضرب ۸8 وكذلك حاصل 
الضرب 84 وإن كان كلاهما مساوياً إلى المصفوفة ر1 عندئذ ۸ هو معكوس 8 
وكذلك 8 هو معکوس ۸. 


CR E 


= 
1 
1l 
1 
س‎ 


ملا 10 |3 1-/12 
وبالتالي فان 8 هو معكوس ۸ وكذلك فن ۸ هو معکوس 8, 


معكوس المصسفوفة المربعة 4ء والذي يرمز له بالرمز "4ء يمكن إيجاده 
بعدة طرق وأحد أهم هذه الطرق والتي سيتم ذكرها هنا هي: 


وتمثل قسمة ما يسمى بالمصفوفة المرافقة ×اعاوم ا«دزك۸؛ و التي يرمز لها 
بالرمز (4)زلهء على محدد المصفوفة امة«نصمعاءل» والذي يرمز له (۲)4ءة أو 
|4| ويجسب الإشارة إلى أنه يوجد للمصفوفة معكوس إذا لم تكن المحددة صفرأًء 
ويعني ذلك أن "۸ موجود إذا كان #0 إه|. 

وهنا ولإيجاد المعكوس فإن (48:)4 أو 4| تم تعريغه سابقاً أما (4)زة 
فيجب عابنا توضيح هذه المصفوفة قبل الدخول في إيجاد المعكوس كالآتي: 

لإيجاد (۸)زله لمصفوفة ۸ من الدرجة 2 × 2 فإن هناك طريفتان هما: 


1) استخدام الطريقة السريعة وكما يلي: 


dn» “ag 


adj(A) =| 3 ®‏ 
thy <‏ 
ويتضسح من ذلك أن هذه الطريقة تعتمد على تغبير مواقع عناصر القطر 
الرئيسي اه«هعهنل «إةص وتغيير إشارات عناصر القطر الثانوي 1ة«0عهأل sومإ)»‏ 
ويلاحظ هنا بأن هذه الطريقة مناسبة لمصفوفة من الدرجة 2×2 فقط. 


Ay PR 


Az 


أوجذ معكوس المصفوفات التالية: 
Find the inverse matrices for:‏ 
a) A= %1 %2‏ 


dı n 
سنقوم بحل هذا المثال باستخدام الطريقة السريعة وإيجاد (4)ز4ه كالآني:‎ 


3p 


adj(4) =| # 


o r 


أٰما عن (۸)عل فلدينا: 
det(A) = a, a22 — ı2 d21‏ 


وبالتالي فإن المعكوس "۸ يمكن إيجاده يكون: 


1 a» ¬@2 


_ (A 


A ااا ت‎ 
det(A}) [@,,@, — da, ] 
1%22 7 2ı ~n 
4 3 
b) B= 
10 8 
وباستخدام الطريقة السريعة السابق ذكرها لدينا:‎ 
~3 
adj(B) = 
~10 4 


det (B) = (4) (8) - (3) (10) = 32-30 =2‏ 
وبالنالي فن "8 هو: 


8 ~3 4 -2 


~10 4| |-5 2 


2) استخدام الطريقة المطولة وكما يلي: 


۴ 
A = = adj(4) adj(A) = + 4| 


= +û 


| 


سقوقات / 


تكسون الإشارة موجبة لكون مجموع (ز+1) زوجي أما إذا كان فردي فسوف 
تكون سالبة وكما في ۸2. 


A = (1)? 


A, = (1 


A = (0 = +2 
2 ETT 
7 
adj(A) = tan ~a 
iT 


الآن نرجع المبدلة إلى المصفوفة لتكون المصفوفة المرافقة وكما يلي: 
adj(4) = @2 ¬ @ı‏ 


~A 


det (A) = aıı 422 — a2ı a2 


A 1 da < r 
22 ~ 22 
Aa 


تد 


LAY IIR REET 


ادن المصفوفة التالية: 


Find the inverse matrices for: 


4 3 
a) B = 


8 10 
ولقسد تم إيجاد معكوس هذه المصفوفة باتباع الطريقة السريعة وكما لاحظنا 
ذلك في المثال (13) السابق. 
أما الآن فسنقوم بإيجاد معكوس هذه المصفوفة مرة ثانية وباتباع الطريقة 
المطولة وكما يلي: 
1 43 


B3 B8 8 
2 8) 


ladj(B)] 


det (B) = (4) {8) - (10) (3) =2 
adj(B) = ((i+j)' Bij)" 


B,, = (1) = +8 


By, = (1) j = -0 
10 
4 

By = (1 = +4 


tw 
8 
i 
سد‎ 
1 vo o 
5 
1 ١ 
س ج‎ 
| 
1 
| 
o 
ج آ»‎ | 


QDC=| ~10 3 ا‎ adj(C) 
€ 


det (C) = (0 + 0 + 0) - (0 + 12-2) = -10 
adj (C) = [(-1) CJ 


0 3 


Cı = (~D)? 2*0 


22 


د 


adj(C) = 


(D= | 431 ل “ر‎ adjD 
det(D) 
124 
12 4 48 
1 2 3 
3 4 3 
det(D) = 3 1 3 


det (D) = (24 + 3 + 32) - (12 +4 + 48) = -5 
adj(D) = [(-1)Î Dıjj' 


D, = (~D® = +10 Dٍ„ =(-D =-15 


4 
Dy = (=1) = +14 
41 
0 3 8 
Dx = (-D = -)~6( = +6 
43 
10 -15 -5 10 -4 -9 
adj(D)=| -4 4-1 | = | -15 4 14 
-9 14 6 5-1 6 
10 -4 9 
1 
Ai 5 44 
-5 
-5 -1 6 
32 1 
d) E= E = 0 
9 -4 E) 


det (E) = (-3) (-6) — (9) (2) = +18 - 18 =0‏ 
لا يمكسن إيجاد المعكوسة للمصفوفة ٤‏ وذلك لكون المحددة لهذه المصفوفة 
تساوي صفر. 


)F=| 4 4 6 ¬ ے‎ 
det(F) 


GG M2 2#‏ @ 0 
چ چرچ ا © رل 
1 3 2 1 
a 4 Ê k4‏ 
def (F) = 4 6 4 4‏ 
رھ ود ر ر اا 
ھا ي٭ یک“ کے کے کے 
WN BF Op Ea. BR‏ 
det (F) = (12 + 36 + 12) - (36 + 12 + 24) = 0‏ 
لا يمكن إيجاد المعكوس لهذه المصفوفة لكون محددتها تساوي صفراً. 
وفي نهاية هذا المبحث لا بد من الإشارة إلى أن من أهم خصائص معكوس 
المصفوفة هو: 


D(A "=A 
2) (AB) = BA" 
حل المحادلات الخطية باستخدام الصفوفات.‎ 6-11 
Solving system of linear equations using matrices 
يجب الإشارة في بداية هذا المبحث وقبل الحديث عن حل نظام المعادلات‎ 
الخطية باستخدام المصفوفات هو الحديث عن تحويل الأنظمة من المعادلات الخطية‎ 
من الشكل العام المتعارف عليه إلى أن تكون بشكل يستخدم المصفوفات كالآتي:‎ 
Linear simultaneous equations افرض أن لدينا ص من المعادلات الخطية‎ 
من المتغيرات وعاطد۷ أو المجاهيل ”٥د )من بالشكل العام لنظام‎ ١ ولدينا‎ 
المعادلات الخطية م0 ناوي ۵۲نا ۴ه mعاور؟ كالآتي:‎ 
AX1 * Aı2X2 F ... AtnXn = bı 
21X1 + 22X2 + ... A2nXn = ba 


AmlXı + Am2X2 + ... AmnXa = Dm 


:can be written in the orm والذي من الممكن كتابته بالصيغة التالية‎ 


A= , ×= , and b= 


Au u2 *** Qun nen Xn nx Pn mx 


ويلاحظ هنا أن المصفوفة 4 تسمى مصفوفة المعاملlث coefficient matrix‏ 
و× تسمى مصفوفة المتغير ات »ناص عاطهنعه»» أُما ط فتسمى مصفوفة الثوابت 
«constant matrix‏ 

وإذا كان عدد المعادلات ١‏ مساوياً لعدد المتغيرات (المجاهيل) 1 فيرجد هناك 
حل للنظامء والذي يمكن إيجاده بعدة طرق لحل المعادلات باستخدام المصفوفات 
سوف نتناول في هذا المبحث طريقئين فقط. 
If # (equations) = # (variabies) then the system has a solution that‏ 


can be found using many methods to solve the system of equations using 
matrices, and we will consider just two of them. 


1) حل المعادلات باستخدام طريقة معكوس المصفوفة والتي سيتم نتاولها في 
الفقرة 6-11-1 القادمة. 

2) حل المعادلاث باستخدام طريقة كرامر والتي سيتم تلاولها في الفقرة 
6-11-2 القادمة. 


6-111 حل المعادلات باستخدام طريقة معكوس المصفوفة: 


Solving system of linear equations using the inverse 
إا كان طا = 4# نظاماً للمعادلات الخطية المكون من « من المعادلات وم‎ 
من المتغيرات» بحيث أن #0 |4| فإن للنظام حل وحيد وهو:‎ 


X= Ab 


If AX = b is a system of linear equations for n equations and Rn 
variables, such that |A| # O. Then, there is a unique solution for this 
system, which is: 


X=A"b 


حل المعادلات التالية باستخدام طريقة معكوس المصفوفة: 
Solve the following systems of equations using the inverse method:‏ 


a) 2X + 8Y = -4 
X+3Y =5 


علينا أولاً كتابة النظام أعلاه بطريقة المصفوفات بالشكل ا = ۸ كالآئي: 


13 ر‎ 5 
det (A) = (2) (3) - (1) (8) = -2 


7 


| ت‎ 
adj(A) = ر‎ 
-8 2 22 
لړ‎ adj( A) 
det(A) 
د‎ 
| 3-8 | 2 
a 2 ا‎ 
2 
-3 
ك‎ 4 
X= A" b= -4 1 26 
کت‎ 5 7 
2 


وبذلك فإن 26= × › 7-= ل. 


وبالتالي فإن: 


وباتباع الخطوات السابقة لإيجاد "4 فإن: 


وأخيراً فإن: 


b) 2X + 4X2 + X3 = 77 
4K + 3X2 + TX = 114 
2X + Xo + 3X1 = 48 


241 || 77 
437| » إ=إ‎ 4 
213 »إا‎ 48 
2d 
A=| 437 
213 


1/5 “11/10 5/2 
Al=| 1/5 2/5 -1 


1/5 -11/10 5/2 
1/5 2/5 ¬1 


1 


5 OS 


a e e E 


EEE ا‎ 


وهذا يعني أن: 10 = × ٠‏ 13 = +× وأن X55‏ 


6-112 حل المعادلات باستخدام طريقة كرامر: 
Solving system of linear equations using Cramer’s Rule:‏ 
إذا كان ط = ×ه نظاماً للمعادلات الخطية المكون من ۸ من المعادلات و" 
من المتغيرات» بحيث أن ±0 |4| قإن للنظام حل وحيد هو: 


a EAD ATA 


det(A) ` 

¡ حيث أن (ب4)ء هي محددة المصفوفة الناتجة من إبدال عناصر العمود‎ 
المصفوفة 4 بعناصر العمود ا.‎ 
If AX = b is a system of linear equations of n equations and n 
variables, such that |A| # 0. Then, the system has a unique solution, 

which is: 

2 det(4,) 
° de4) 


EN IE RR 


where det(A;) is the determinant of a matrix obtained by 
interchanging column i by the column b. 


والحل بطريقة كرامر ٥)1”‏ يتطلب إيجاد محددات لمصفوفة معاملات 
المتغيرات عددها بقدر عدد المتغيرات زائد واحد. تكون المحددة الأولى هي التي 
تعتمد على معاملات المتغيرات جميعها أما المحددات الأخرى فمحددة كل متغير 
يتم باستبدال معاملات ذلك المتغير بالتوابت للمعادلات. 

وفي حالة كون قيمة المحددة الأولى والتي تعتمد على معاملات المتغبرات 
جميعهاء وهي »1٠1)4(‏ صفراً فإننا نتوقف عن الحل لعدم وجوده بواسطة طريقة 
كرامرء» أما إذا كانت جميع المحددات ثساوي صفراً فهناك عدد غير محدود من 
الحلول. 

ولتوضيح هذه الطريقة سنقوم بحل المصفوفات السابقة والتي تم حلها في 
المثال (15) السابق بطريقة كرامر هذه المرة. 


حل المعادلات التالية باستخدام طريقة كرامر: 
Solve the following systems of equations using Cramer’s Rule:‏ 


a) 3X -Y =2‏ 
X+Y=5‏ 
وبتحويل النظام إلى الشكل ط = ×4 لدينا: 
IESE‏ 
y 9‏ 3 
1- 3 8 
والخطوة الأولى هنا هو إيجاد (1)4ءء حيث أن = 4 کالآتي: 
4 


det (A) = (3) (1) (1) (1) =4‏ 
وهسذا يعني وجود حل لهذه المعادلات باستخدام طريقة كريمر وذلك لكون 
المحسدد الرئيسي الذي يعتمد على معاملات المتغيرات جميعها لا يساوي صفر بل 
يساوي 4. وهنا نستمر بإيجاد المحددات الأخرى لكل متغير محددة وذلك بتغير 
معاملات ذلك المتغير في عمود الثوابت وكما يلي: 


تم تغبير معاملات × . | 7 2 |= (8)4ل 
9 
det (AD = (2) (1) (5) (1) =7‏ 


det(A,) = 2 1 ۷ تم تغییر معاملات‎ 
15 
det (A2) = (3) (5) — (1) (2) = 13 


وبالتالي فإن قيم المتغيرات حسب صيغة کريمر التي هي كما پلي: 


a E REE ARNE 


det(4,) 7 13 
سدړ , ست پر‎ y= 
det(A) 4 4 


bJ Xı = K2 + 0K21 =3 
2X و‎ + 2× = 2 
3K + Ka + OX = 3 


© 
دیا 


المحددة الرئيسية: 


det (A)j=| 2-1 2| =4 


det(A) =| -2 -1 2| =4 


det(A)= | 2 -2 2| =12 


3 | 1 
det (A)=| 2 —1 2| =2‏ 
33 
ولذلك فإن قيم المتغيرات هو كما يلي: 
a A‏ 
det(A) 4‏ 
ے 12ے 4 ۔ x,‏ 
det(A) 4‏ 
1 4(2 ور 
det(A) 4 2‏ 
O2X-3Y +255‏ 
EEA ACE‏ 
3K -9¥ +37 =4‏ 
وبتحویل النظام إلى الشکل ط = ×۸ لدينا: 
ok E XxX 5‏ 
Y j= 7‏ 1- 2 1 
4 2 3 6-9 
ود 18 12 
ہے چہے چے ی ي وي 
3- 2 1 3- 2 
det(A) = 1 2 -1 1 2‏ 
9- 6 3 9- 6 
ھا ی“ ی“ کے جچے چے 
9- 18 12 


2 2 المصقرقات ۲ 


det (A) = (12 +18 - 9) — (12 +18 -9) =0 


وهنا نستطيع أن نقول أنه لا يوجد حل لهذه المعادلات باستخدام طريقة 
كرامر وذلك لكون المحددة الرئيسيةء 0 = (۸) اeل.‏ 


حسل الأسئلة التالية حسب نوعية السؤال من جمع أو طرح مصفوفتين أو ضرب 
المصفوفة في ثابت للأسئلة (4-1): 


Perform the indicated operations and simplify: 


25 
ا 
6 0 4- 2-4 1)4 
6 1 
کک 13 
4 3- 0 35 
+ )3 
6- 3 2 5 
1- 2 32 


6 7 5.0 


حدد قيم المتغيرات للمصفوفات المتساوية التالية للأسثلة (8-5): 


Determine the values of the variables: 


XE 2 3 2P 3 


6( 


1 f =1 x 3 4 5 +1 
DD” |34 x |+| 2 Hy =| 5 w-2 3 
E 1 3 0 5 4 
xi -—1 ~2 f 0 w4 1 وک‎ 
8)3| 0-2 3 | +2 21 = |3 4 2 2v+ر‎ 
ر1‎ 2 HH 2 yv =1 x+7 12 


9) الجانب التطبيقي: مصفوفات :(Production matrices) il‏ 
معمل لإنتاج الملابس يصنع قمصان بالألوان الأحمرء الأسود والأبيض 
للأطفال والنساء والسرجال. إمكائية الإتتاج (بالألف) لخطة عمان كما موضح 

للمصفوفة التالية: 
A shirt firm makes Red, black, and white shirts for children,‏ 


women, and men. The production capacity (in thousand) at Amman plant 
is given by the following matrix: 


Men's Women's Children's 
Red 20 26 14 
16 12 


والإنتاج إلى خطة الزرقاء كما يلي: 
The production at the Zarka plant is given by:‏ 


Men's Women! s Children's 
Red 40 35 32 
Black | ss 30 14 
Whe | a0 26 35 


1) أوجد المصفوفة التي تمتل الإنتاج الكلي لكل نوع من التياب للخطتين 
السابقة. 


Give the matrix representing the total production of each type 
of shirt at both plants. 


2) افرض أن الإنتاج في عمان ازداد بنسبة 50% وكذلك في الزرقاء ازداد 
بنسبة 30%. أوجد المصفوفة التي تمثل الإنتاج الجديد لكل نوع من 
الثياب. 


If the production at Amman is increased by 50% and that at 
Zarka is increased by 30%. Give the matrix representing the 
new total production of each type of shirt. 


أؤجند لحجم أو ترتيب )٠۲۵٠١(‏ المصفوفات الناتجة من ضرب المصفوفات التالية 
إذا كانت أحجام المصفوفات أو ترتيبها كما يلي للمسائل (16-10): 
Find the sizes of the following product matrices, if:‏ 
A is a4 X* 3 matrix, C is 4 x 3, Bis 3 ¥ 2and D is 5 X 4‏ 
BA 4 11) AC 12) CD‏ )10 
AB 14) ACB ۹ 15) BCA‏ )13 
CAB‏ )16 


:)22-17( أوجد احاصل ضرب المصفوفات التالية للأسئلة‎ 
Find the product for the folowing matrices: 
BO42 ~2 4 
17) 0 2 ~[ 1 2 
-21 0 3 -1 
5341 3 
18) | -1 0 2 2 
6 5 4 1 
5 
4 2 3 -10 2 
19) HF 0:2 3 4 -2 
325 41 5 
٤ 2 1C0 
420 
20) ~2 3 = 
63 5 
4-3 5 
-1 
2 
21) | 4362 
٣ 0 
3 


أوجد معكوس المصفوفة إن أمكن للأسئلة (25-23): 


Find the inverse matrix of the folowing matrices, If possible or if it 


exists: 
-1 03 
23) A 24) B 0 41 
~3 2 
2 -3 0 
310 
25), 20 4 
E | 


:)29-26( حل المعادلات التالية باستخدام طريقة كربمر للأسئلة‎ 
Use Cramer’s vale to solve the following system of equation: 


26) 2X -X2-3 =0 27) Xı + 3X3-7 =0 
3X + 2K22 -1 =0 4X + 5K = 14 

28) 3X1 - 2X2 + X4 =4 29) -X + 2&2 + 5K = -5 
2X1 + 3X2 XK =0 3X + X2 -2K; =9 
X + Ko + X5 = -1 2X1 “Xa + K3 =2 


حل المعادلات التالية باستخدام طريقة معكوس المصفوفة للأسئلة (33-30): 


Use inverse matrix to solve the following systems of equations: 


30) 2X - 4X2 = -3 31) 3X, - 2X2 -4 =0 
3K + SK =1 AX + 3X2 +5 =0 
32) Xi “Xa +K =2 33) 2X - X2 - X3 =3 
“Ki + XKa+ Ka =4 X - 2X2 + K1 = 6 


Xı+K2-X3 =0 XK + X2 - 2X3 = -3 


العلوم الردارية 


A 
چ3‎ 


ب 


المشتقات وتطبيقاد 


7-1 مقدمة 
7-2 المشتقة للدالة 
7-3 التحليل الهندسي ' 
7-4 قواعد الاشتقاق ¦ 
1) مشتقة الثابت تسأوي صفر 
3) مشتقة الدالة  ١‏ 
4) المشتقة للجمع واالطرح لأكثر من دالة قابلة للاشتقاق 
5 مشتقة الضرب | 
6) مشتقة القسمة أ 
7 مشتقة قامدة السلطلة 
8) مشتقة الدانة الأسية 
9) مشتقة الدالة اللوغاريتمية الطبيعية 
0) المشتقات العليا ¦ 
7-5 الجانب التطبيقي للمشبقات, التحليل الحدي 
1 الكلفةالحدية أ 
2) الربح والعائد الحدي ! 
3 الربح الحدي 
أسئلة الفصل السابع 


1 
1 
1 
ا 


| 


الفصل السادس 
المشتفات وتطابيقاتها 
The Derivatives and‏ 
iis applications‏ 
Introduction ةeدغم A‏ 
٠‏ سنتتاول في هنذا الفصل أحد أهم المفاهيم الرياضية ألا وهي المشتقات 

Deities‏ بجميع أنواعهاء وتبدأ الدراسة من عملية تعريف مفهوم المشتقة للدالة 
إلسى قواعد الاشتقاق اللازمة لحساب المشئقات لبعض من الدوال المعروفةء ثم 
نشر ح التفسير الهندسي g geometric interpretation‏ التطبيقات العملية لعااممa‏ 
sعامexam‏ لمفهوم المشتقة. 

وكذلك سنتناول بحث وإيجاد المشتقات لجمع وطرح الدوال وكذلك المشتقات 
المرفو عة إلى قوی sم0تاcمن؟ Derivatives of power‏ ومشتقات الضرب والقسمة 
وأيضاً مشتقات الدوال الأسية واللوغاريتمية. وكذلك سنتنارل تطبيقات التحليل 
الحدي ومنها الكلفة الحدية ادمع اغمنعإدص والعائد الحدي marginal revenue‏ 
وكذلك الربح الحدي اهم اهاعءهص. وكذلك سيتضمن الفصل العديد من الأمظة 
examples‏ و اة ااتطبیقگيa applied examples‏ اشا سيحتوي الفصل في 
نهایته على العديد من الأسئلة sعزعم×م.‏ 

ويذلك فإن هذا الفصل سيتضمن المباحث التالية: المبحث 7-2 المشتقة للدالة 
"he Derivative of a function‏ والمبحث 7-3 التحليل الهندسي Geometric‏ 
1nterpretation‏ والمبحٹ 7-4 قواعد الاشتقاق Derivatives Rules‏ والمبحث 5~ 
7 الجائب التطبيقي للمشثقات: التحليل انلحدي Applications for the Derivatives:‏ 
«Marginal Analysis‏ 


The Derivative of a function aذlداJ المشتقة‎ 7-2 


تعتبر المشتقة ۷اه ۷ل للدالة من المفاهيم الرياضية المهمة والأوسع 
استخداماً في الدراسات المختلفة وفي الدراسات الاقتصادية خاصةء وقد تطرفنا في 


الفصول السابقة إلى ميل الخط المستقيم عدا ٤إعندعاء‏ ۾ ۴ه ممهاء ١ط‏ والذي تم 
تعريفه كنسسبة نغير المتغير المعتمد ر على نسبة تغير المتغير المسئقل × وحدة 
واحدة» والذي یرمز له بالرمز »٢‏ ويمکن تعريفه کالآتي: 


m = slope = لھ‎ 
Ax 


حيث أن: ×4 يمثل مقدار التغير في قيمة المتغير المستقل ×. 
ره يمثل مقدار التغير في قيمة المتغير المعتمد لإ. 

أما 4 فهو الحرف الإغريقي الذي يشير إلى مقدار التغير والذي يسمى دلتا 
.delta‏ 

تستخدم المشتقات لقياس معدلات التغير وتعرف على أنها قيم الغاية أو 
النهاية 11٤‏ لمعدلات التغير وبواسطتها يمكن دراسة الحساسية التي تتأثر بها الدالة 
عندما يطرا أي تغيير على المتغير المستقل × فمثلاً من مصلحة رب العمل أن 
يعرف التغير في عدد وحدات البيع عندما يتغير السعر. وهناك العديد من الأمثلة 
التي تعتمد على تطبيق المشتقة ومنها الزيادة في كلفة الإنتاج نتيجة الزيادة أو 
التغير في الوحدات المنتجة أو التغير في الأعداد السكائية مع التقدم في الزمن كما 
سيتضح من خلال المثال التالي: 


لفتسرة عشر سنوات (2000-1990) وجد أن الدالة التالية للزيادة السكانية 
تصح للسكان في العراق وهي کالآتي: 
P(t) = 1 + 0.02 t + 0.002 Ê‏ 
حيث أن م هر عدد الملايين مالنص من السكان. 
وأن ا هو مقياس السنين إ۵ر. 
أوجد نسبة زيادة النمو السكاني للعراق منذ بداية 1998. 


During the 10 year period from 1990 to 2000, the Iraqi population 
was found to be given by the formula. 


P(t = 1 +0.0 t + 0.002 Ê 


Find the rate of growth at the beginning of 1998,‏ 
لإيجساد نسبة النمو السكاني للعراق في السنة 1998 والتي تعني # =۲ علينا 
إيجاد التغير أو الزيادة في قيمة م بين 8= ٠‏ و ا۵ + 8 =۲ كالآتي: 
At zx p (8 + At) -— p (8)‏ 
At) + 0.002 (8 + At)*] - [1 + 0.02 (8) + 0.002 (8))‏ + 8( 0.02 + 1[ = 
At + 0.004 (AD‏ 0.052 = 
وهذا يعني أن معدل نسبة النمو السكاني لهذه الفترة الزمنية يمكن حسابه كما 
A 0.052 +0.0MA‏ 
Ar‏ 


وبأخذ الغاية أو التهاية نجنا عندما 0جا۸ نجد أن: 


lim 2 = lim (0.052 + 0.0044) = 0.052 


A0 A 
0.052 ولذلك وعند بداية السنة 1998 نسبة النمو السكاني في العراق هو‎ 
مليون لكل سنةء أي أن العدد هو 52000 لكل سنة.‎ 
نسبة التغير في السكان للمثال السابق هي حالة واحدة من مشتقة الدالة والتي‎ 
سنقوم الآن بتعريفها كالآتي:‎ 


تغرف لتق :Derivative definition‏ 
افرض أن الدالة (»)۴ = ر المعينة والمستمرة في مجال معين [د× , ا×|ء 
ولنختار إحسدى نقاط هذا ا المتغير × يأخذ تغيراً طفيفاً مقداره ٠۸×‏ 
بمعنى آخر؛ ننتقل من النقطة × إلى النقطة ج4 + × ضمن المجال المغروض. عند 
ذلك تنثقل قيمة الدالة من »)۴ إلى (×4+»)ء ويكون التغير الذي طرأً على ثيمة 
الدالة هو (۴ - (×4+»)۴. وأن مشتفة الدالة في النقطة ×ء ونرمز لها بالرمز (»)؟ 


: A 
ف هة‎ 


(x) = lim رھ‎ 


awd Ar 
= lim fOFANT FO A) 
Ava) Axr 


let the given function y = f(x) be well defined and continuous on a 
given interval, Then, the derivative of y with respect to x, denoted by 


f(x) of %' is defined t be: 
dx 
ر‎ = im ا‎ 

فلإذا كانت النهاية موجودة قلنا أن الدالة )۴ قابلة للاشتقاق في نقطة أو في 
مجال معین. 

وعادة ما يطلق على طريقة إيجاد المشتقة بالشكل أعلاه هو إيجاد المشتفة 
بطر یÃة‏ lتعرıف „finding the derivative by definition‏ 

وكذلك تع رف المشتقة باسم المعامل التفاضلي differential coefficient‏ 
وعملية حساب المشتقة للدالة تدعى التفاضل ١0نا‏ ة†مءrعdiff.‏ 

ويلاحظ أن هناك أسماء عديدة لمشتقة الدالة (»)؟ء ويرمز لها بالرموز التالي 


‘following symbols 


df dy d d / ; 
a , 7), , D,f , and PD, 
E 7 7 FO, Y f , and Dy 
وجمسيع هذه التعريفات والرموز لها نفس المعنى والمتمثل بمشنقة المتغير ر‎ 
.The derivative of y (or Ê) with respect to x .x (أو £( بالنسبة غير‎ 
٥ فن الأسلوب يمكن تعريف ك أنه مشتفة الدالة © أو المتغير المعثمد‎ 
a 


بالنسبة للمتغير المستقل ه٠‏ وهكذا لجميع مشتقات الدوال. 


أوجد المشتقة (×)۴ بطريقة التعريف للدالة: 


f(x) = 4x — 3x + 4 
x= -3 وقدر قيمة المشتَقة عند 3=×تم‎ 
Find f(x) for the above function and evaluate F(3) and F(-3) 


وبالتالي فإن: 


= Af + 8x Ax + 4 (AX) 3X - 3AX f HE AR 
= 8x Ax - 3Ax + 4 (Ax) 
وہالقسمة على ×4 نحصل على:‎ 


J(Z+AN= F0) 
Ax 


= 8+-3+ 4Ax 


کالآتي: 
ا = 9 


A0 


2+ Ax) - f(x) - 8-3 
Ax 


وعن قيمة المشتقة عندما 3 = × ثم عندما 3-= × لدينا: 
21 24-3 = 3- )3( )8( = )£3 
7- = 3- 24 = 3 - (3-) (8) = (3-)۴ 


ال ج 2 2 ل 


بالرجوع لتعريف المشتقة وكما رأينا تطبيق ذلك في المثال (1) السابق لدينا: 


f) = 4x? 3x +4 


f(x + AX) = 4 (x + AX) — 3 (x + AX) + 4 


f(x + Ax) — (<) = [4 (x + Ax) -3 (x + Ax) + 4] - (4x? — 3x + 4) 


وبأخذ النهاية أو الغاية اإصذا عندما 0× نحصل على المشتفة (»)1 


7 التجليل الهندسي :Geometric mterpretation‏ 
لاحظنا في المثال (1) عندما يكون المتغير المستقل في الدالة ()۴ = ريمثل 
الوق عصأا في المشتقة 4 تعطي نسبة تغير لإ عوموطء ۴ه عاهء. وكما في 


dt 
المثال (1)» ()۴ = يمل الحجم السكاني للتغير في الوقت من سنة إلى أخرى»‎ 
اذ 2 يعطي نسبة الزيادة في حجم السكان» وبنفس أسلوب هذا التطبيق‎ 
dt 


للمشستقات وع۷إاوزرعل» هناك استخدامات هندسية حفیفگيA‏ اgeomelrical‏ 
significance‏ للمشتقات. 
افرض أن ۸ و 8 هما نقطتان ادزەم ٣٢۵‏ ولتکن احداٹیاتھما (()؟ و ٭) 
و((۴)۸+4۸ و جك + ») على رسم الدالة ()۴ = لإ 
وبالتالي فإن النسبة والتي تعرف كما يلي: 
Ay _ F+AR)= f‏ 
Ax Ax‏ 
تمتل میل الوتر 48 4٤0۲ء‏ گه عصه!ء. وکلما يقل طول الوتر ۵١10ء‏ وتقترب 
التفطتان 8 و ۸ من بعضهما يصبح الوتر 0۲ء تقريباً مماس ٤#عده»‏ أي عندما 
۸×¬0 یکون ميل الوتر 0۲4طء ٤ه‏ ٥1ء‏ قریباً جداً أو مساویاً إلى ميل المماس 
ihe sاope of the tangent line‏ عتد النقطة 4ڕ. 
لذلك: 


يمستل ميل خط المماس معنا امعم للدالة (»)۴ = ر عند النقطة ۸ 
بالإحدائسيات ((۴0 , »). لاحظ الشكل (1) فكلما كان منحنى الدالة (0 = ر قريباً 
من الاستقامة إاممصء عند النقطة 4ء عندها نستطيع رسم مماس غير عمودي وء 
draw a nonvertica tangent‏ عند النقطة 4 وتكون الغاية قد ثحققت اصن[ عط 


«will exist 


(4 » 9) وكذلك النقطة ): ( 


y 
4 
الدالة خی ادر‎ 
الأوثار‎ Y=f() 

chords 1 
ا‎ 
1 

رھ 
1 
ی 
1 ْ 
ا ا 
ا ا 
1 , 
ا Tangent‏ ا 
اتل 

و ن ا ا 4 
x XK+Ax‏ 0 
الشكل رقم (1) 

المعنى الهندسي للمشتقة 


أوجد ميل المماس ومعادلة خط المماس لرسم الدالة رڳ = ۲ عند النقطة 
. 1 
9'6 


Find the slope of the tangent and the equation of the tangent line to 


the graph Y = „lx at the above points. 


لدينا الدالة المعروفة له = (»)/ وباستخدام تعريف المشتقة نجد أن المشئقة 


هي؛ 


e 
j () E 


9 
f(9) = 3 3‏ 
ولهذا فإن ميل المماس ٤٣ععه)‏ عطا ۴ه مpداء‏ عند الئقطة (4 » 9) هو 
ولإيجاد معادلة المماس نستطيع استخدام معادلة أو صيغة النقطة والميل. 


To obtain the equation of the tangent line, we can use the point — 
slope formula as follows: 


y~yı =m (x—x) 
)2( لاحظ الشكل رقم‎ )»١ , وأن (4 ؛ 9) ” (ر‎ m= وحيث أن الميل‎ 


ونجد المعادلة كالآتي: 


1 
-4=~(x-9 
y چ‎ ) 
9 
E OEE 
6 
SE 
6 


وهي معادلة المماس المطلوب. 


3 6 9 12 15 18 


الشكل رقم (2) 
رسم معطيات المثال (3) 


ERE]‏ للب 


ولسذلك فإن ميل المماس عند النقطة )5( يساوي = ,ا لاحظ الشكل 


(2) أعلاه. 


ومن صيغة معادلة النقطة والميJل from the point - slope formula‏ نجد أن 
المعادلة المطلوبة هي: 


وتمثل معادلة المماس المطلوبة عند النقطة )4( 

74 قواعد الاشتaاj :Derivatiyes Rules‏ 
لاحظمذا أن استخدام طريقة التعريف لإيجاد مشئقة الدوال تتضمن العديد من 
الخطوات والتي تكون غالبيتها صعبة التعامل وتحتاج إلى الكثير من العمليات 
الجبرية. وللتغلب على مثل هذه الصعوبات في إيجاد مشتقات الدوال» وخصوصاً 
البسسيطة والأكثر استخداماً والأسهل تعاملاً منهاء هو استخدام ما يسمى بقواعد أو 
قو انين الاشتقاق ءانإ ءم۷او۷زإمل. هذه القواعد أو القوانين هي في الحقيفة 
نظريات لها براهين محددة لن يتم الدخول في تفاصيلها في هذا الكتاب» وذلك لأئنا 
نود التأكيد في هذا الكتاب على تطبيق هذه القواعد والاستعانة بها لإيجاد المشتقات 


أكثر من الدخول في التفاصيل الرياضية البعيدة عن هدف الكتاب في الوقت 
الحاضر. 
وسيتم عرض هذه القواعد بالشكل البسيط التالي: 
1) مشتقة الثابت اوي صفر 0۲0ج = :Let y = ¢, then‏ 
E‏ 
وهذا واضسح جدأً من التحليل الهندسي لرسم الدالة الثابتةء حيث أنه عندما 


يكون ر ثابت فسوف يكون المسنقيم موازي إلى الإحداثي السيني ءأمه-× وهذا يعني 
أن ميله يساوي صفر. وبما أن المشتقة هي الميل فلذلك فإن المشتفة للثابت هي 


2) مشثقة أو صيغة إلقوة أي الأ :The power formula‏ 


dy 


Tet y = x" , then m— = nx" 
dx 


وذلك يعني أنه إذا كانت قوة المتغير × كمية ثابتة موجبة دهاع مvإtإsم‏ 
اسم نطرح واحد من القوة إلى المتغير × ونضرب المتغير × في القوة قبل طرح 
الواحد. 


We decrease the power of x by 1 and multiply by the original 
exponent of x. 


والمثال التالي لتوضيح ذلك: 


أوجد مشنقة الدوال التالية: 


Find ك‎ for the following: 
dx 
dy 
و لک کے‎ 
gk dx 
dy 1-1 0 
D)y= 2¥ کر ے ال ے‎ 1 
)Jy=x 1 


1 
y= چ‎ 


3) مشتقة الدالة > = رحيث أن ء ثابت و× متغير: 
Let y = cx then if cx is differentiable function of x, and c is a‏ 
ك = ج contant, then‏ 
ويعنسي ذلك أن مشتقة ضرب ثابت في دالة للمتغير × هو ضرب الثابت في 
مشتفة نلك الدالة. 


The derivative of the product of a constant by a function is the 
product of the constant by the derivative of the function, 


والمثال التالي لتوضيح ذلك: 


الرياضيات وتطبيفاتها دي اللوم اوداریة وال فصا دی تو 


أوجد مشنقة الدوال التالية: 


(10)(4)x? = 40x‏ د 
dx‏ 


کہ ل 
dx x‏ 
2 
22 ل 
1 1 
س ا )2 ا 
o 7‏ 


4) المشتفة للجمع والطرح لأكثر من دالة قابدة للاشتقاق: 


dv 
e 


والمثال الثالي لتوضح هذه القاعدة: 


Find 4 for the following: 
dı 


û) y = ex" 

b)y =10 x 
3 

cC)y = — 
ت‎ 


d( ر‎ = 2 


If u{x) and v(x) are two differentiable functions of x, then 


f(NW=uFv 


and (0) = ا‎ 


:Find f(x) for the following أوجد مشتقة الدوJi لال‎ 


a) f) = x + Vx 


f) = 3 + 


ان ری 


b) y= Ax + —- 
2-8 ج‎ 
« 
ا‎ 
dx x 


10- 7+ 3-5 = ر ( 


7+ 94-10 = ت 


d EEE 
J 34 
E SS 
ړل‎ 
3 3 
و‎ 
dd 3 


:Fr0d u٤ Rule مشتقة الضزب‎ )5 
× لنفرض أن (×) و (»)« دالتين قابلتان للاشتقاق يالنسبة للمتغير‎ 
If u(x) and v(x) are any two differentiable functions of x, then 
dv du 
۷ 


أو تكتب المشتقة للضرب بالأسلوب الآخر التالي: 


(uv) = uy + vu 
وثعنسي أن مشتقة حاصل ضرب دالتان هو الدالة الأولى في مشتقة الدالة‎ 
الثانية مضافاً إلبه (زائد) الدالة الثانية في مشتقة الدالة الأولى.‎ 


In words, the derivative of the product of two functions is equal to 
the first function times the derivative of the second plus the second 


function times the derivative of the first. 


ياضيات رتطابيغاتها في العلوم اإداري والافتصادية 


والمثال التالي لتوضيح هذه القاعدة: 


أوجد المشتفة للدوال (»)۴ إذا كانت الدرال: 


Find f(x) if 
a) f) = (4x? - 2x) (3x? + 4x + 7) 
b) f(x) = (2x + (a? +3) 


e) f) = (3x? + 2x +1)(7 ~2)‏ 
a) F(X) = uv‏ 
لإيجاد المشتقة للفرع (ه) يمكن أن تكتب الدالة بحالة الضرب بافتراض أن: 
V = 3x? + 4x +7‏ و u = 4x? - 2x‏ 
وبتطبيق صيغة الضرب نجد: 
=x +4‏ » و 2- 12%7 = 4 


وبالتالي فلن: 
F(0) = uv! + vu!‏ 


(4F - 2%)(6x + 4) + (3x + 4x + 7)02? — 2)‏ = 
60x + 64? + 66x? -16£-14‏ = )ر 
هناك طريقة ثانية لإيجاد مشنفة الضرب هو أن نضرب الدالتين أولاً ثم نقوم 
بعملية المشتفة كما في الأسلوب والأمثظة السابقة وكما يلي: 
14+ 8 - 2217 + "16+ 12 = () ر 


1 (%) = 60x + 64x? + 662 ~16 14 


وهذه هي نفس النتيجة. 


TEER EET ۰ 


ولإيجاد مشتقة الفرع (ط) لدينا 
b) f(4) = (2x +(x +3)‏ 


نستخدم قاعدة الضرب لحل المسألة وبافتراض أن: 
ا 
u = 2x += 2+1 , v= 43‏ 


إذن المشتقة هي: 


ولذلك فالمشتقة كما يلي: 


f0) = mv’ + vr’ 


1 1 
= (2+2 + 1)2») +) +3) 2( 


3 2 


1 
2 3+ ب2 + 42 > 
3 
3 
+ 2+ ر5 = 
E‏ 


وأخيراً لإيجاد مشتقة الفرع () لدينا: 
o) F(4) = (3 + 2x + (a ~2)‏ 
وبتطبيق القاعدة مباشرة لدينا: 
f (e) = (3x + 2x + 1(2) + (x? = 2(6 + 2)‏ 


7 () =122° +62 -10x-4 


:Quotient Rule all مشتفة‎ (6: 
× إذا كانت »)ن و(»)« قابلتان للاشتقاق بائنسبة إلى‎ 
If u(x) and v(x) are differentiable functions of x, then 


الرياصیات وتطبيقاتها ا ER‏ ا 


أو يمكن أن نضعها في الصيغة التالية: 


وتعني أن مشتقة القسمة هو ضرب دالة المقام في مشتقة البسط مطروحاً منه 
(ناقص) مشتقة المقام في دالة البسط مقسوم على مربع المقام. 
والمثالين التاليين لتوضيح قاعدة القسمة. 


أوجد المشتقة للدرال التالية مستخدماً صيغة غة مشتقة القسمة. 
Use the quotient rule to differentiate the following functions:‏ 


ےد ل 2 f=‏ @ 
ہہ 2-9 ۔ ور ر 
E‏ _ ر a E‏ 0 
Sa EE‏ 


(-D (~17‏ 
أوجد المشتقة للدالة الثالية مستخدماً دالة القسمة: 


Find the derivative of the following function by using the Quotient 
Rule: 


(x +1) - 2%) 
x-1 


f) = 


f= 
¥ 


Ew 


1 : 
tH Y~ uv 
1 
(x)= 


1 


حيث أن 
a=l , f =(x +1034? =2) + (t~ 2).1‏ 
A +3 4-2‏ = 0 
إذن المشتقة هي: 
f= (x (4x +34" 4x — 2) — (x + (XT — 20.1‏ 


(x -1)* 
0 3 2 5 +4 +2 
0= G-D 


7( مشتَقَة اعد ‘The Chain Rule İn‏ 
إذا كانت ر دالة بالنسبة إلى ن وأن ن هو دالة إلى × إذن تكون المشتفة 


كما يلې: 
Ify is a function of u and u is function of x, then‏ 
dx du dx‏ 


وتستخدم هذه المشتقة في حالة الدوال المعقدة. 
Using it to differentiate a complicated function.‏ 


أوجد المشتفة للدرال التالية مستخدماً صيغة السلسلة وحدد كيفية تحليل كل 


دالة, 
Find the derivative of the following functions, use the chain rule,‏ 


indicate how each function is decomposed: 


a) ر‎ = )1- 


Db) y= N4x +4 


ا 


e) ر‎ =)" +1° 


لاستخدام صيغة السلسلة نستطيع تحليل كل دالة كما يلي: 


افرض أن "ن = ر عندما × - 1 = ن ء لذلك فإن المشتقة: 


ly 2 
© رھ ے‎ 
dx 


= 3× 


وعليه باستخدام صيغة السلسلة ١ا۸‏ ماه لدينا ما يلي: 


= (4° ).)-327( 
= 41 - ×" )-32( 


= -12)1- 7 ( 
x 


*( !)= ر 


A‏ = ك 
du‏ 

dy _ dy du 
dx du dx 


dy 


1 

b) y= 4x +4 = (4x + 4)3 
1 

افرض أن 7× د ر عندما 4 + ×4 = » > لذلك فإن المشنقة: 


dy 1 4 du 
ES =4 
du 2 dx 
وعليه باستخدام صيغة السلسلة عا «نوطء لدينا ما يلي:‎ 
1 
ھ1 4% ے2‎ 
dx du dx 2 
1 ا‎ 
= (4x +4 24 
3 x +4) 
0 ےد‎ 
dx 4x +4 


1 
(4x + 4)2 


وعليه باستخدام صيغة مشتقة السلسلة كما يلي: 
Gf .3‏ ی کے کے ق 


= G(x +1)°.3? 


4-18 +“ 
x 


ويمكن وضع صيغة مشتفة دالة السلسلة كما يلي: 


2) If y = f inside), then 2 f’ (inside). (derivative of inside 
x 
with respect t0 x). 
3) If y = (inside)", then = n(inside)"'. (derivative of inside 
UA 


with respect to x). 


تعتبر الصيغ الأخيرة طريقة مباشرة لإيجاد مشتقة الدالة بصيغة السلسلة 
وسيتم توضيح ذلك بالمثال التالي: 


أوجد المشتقة اللدوال التالية مسنتخدماً صيغة السلسلة عا أوطC:‏ 
dW.‏ 


Given the following functions, find 
lx 


1(7 + *2۸) = ر (ھ 


KSSE 


ا 


(10-+ )ا 


7× - 3) (10 - ×3 + ٭) = ر 


يمكن التطبيق المباشر لصيغة السلسلة كالآتي: 


dy i 
0) y = 2 + . — = 3(inside)*.—(inside 
رر(‎ =) ) 1 (inside) a d0) 


dy 2 2d 4 
س‎ = 3)2 +1( .—)2x" +1( 
dx ( 1 E 


3(2x* + D.8?‏ ت 
dx‏ 


(2x +1)‏ 24 ت 
dx‏ 


8 
b) f(x) = ا‎ 2 (47 +10) 2 


(10+ 07ہ 


3 
(10+ مگ 1(۶ + ا = f(8)‏ 


3 
3.2% )10+ ا =( 


3 
f (%) = «(o +10) 2 


/(*( چ‎ 
(x -10(2 


×“ 2 / 
د ر( 
(x? +10)‏ 


oy = (x + 3× ¬ 10( (3-7 


2 = (4 +3 -10(3)3 - (° .)-2( + )3 - 47 (° )22 + 3( 
AX 


J(4? +3+-10( + (3-7) )21 + 3(‏ 6)3 = ل 


© ~ 3-276 +3 -10( + )3- „^ ()2 + 3([ 


ra gf XI) FDL=(-D1 
=. (+1) 


IF 2 
F5 E) re 


(x1 
(+1 


f (4) =8 
:Derivative of Exponential fonction Aq! ةdIدل مشثقة‎ (8 
Jet y = e“, then e] = ع‎ 
¢: 


مشتفة الدالة الأسية هي الدالة الأسية نفسها مضروبة بمشتقة الأس. 
والمثال التالي لتوضيح مشقة الدالة الأسية: 


أوجد المشتقة للدوال الأسية التالية: 
Find the derivatives for the following exponential functions:‏ 


a) y = xe“ 


b) y= e 


لإيجاد المشتقات لدينا: 


افرض أن =v‏ ر وأن 


a)y = xe 
ع = ۷ , ×= ں٤ لذلك فإن:‎ 
du do, 
a n SEE 
dx dx 
0 uv + vu’ 
dx 
ھچ = لگ‎ + e,1 = )+ +1 
b)y =e” 
a = ع‎ 4 = 4 
dx 
y= 
8 e + e,3 =) +3 (e 
d ا‎ 
J X1 


dy 0 (xrDe” م‎ 
(+1 


dx 


_ e e 
(x+1) (x+D? 


e( ر‎ = ۳ 


کے 


dx 
3 
e 
4 Gx? 6e 
dx 
1 
E) y= xe” 
1 i 
2 Xe" (x7?) + e" 
dx 


E 1 4 
= ٭ ع( -1) = ٣ھ + عار‎ = )1-= (٦ 
xX 


9( مشتقة الدالة اللوغاريتمية الطبيعية؛ 


Derivative of the logarithmic function 


1 
Let y = Inx, then ت ف‎ 
dx x x 


مشنقة الدالة اللوغاريتمية هو واحد على الدالة ومن ثم يضرب الناتج في 
مشتفة الدالة. والمثال التالي لتوضيح مشتفة الدوال اللوغاريتمية: 


أوجد مشتقة الدوال اللوغاريتمية التالية: 
ay =1n (x +c)‏ 


b) y = In (x + 2x - 10) 


لإيجاد المشتقات لدينا: 


4 +2 
(x* + 2x-10( 


3 
xX 


+In(x+D 


(x+D 


4 +2 = 


Û y= xlnx 


e) y= xIin(x+D 


y= 1o 


y= In (x +c) 


1 1 


ك 
(x+ e)‏ 


dx 


x+e 
b) y = In (x^ + 2x - 10) 
dy _ 1 


dx (x +2x-10) 


Inx 
ر(‎ 


2% 
6 - (n2) 

dy _ (A _ x-2xlnz 

2 


(x) 
_ xl~2lnx*) 3: 1-2lnx 


3 
x“ x 


@ y= xlnx 
2 4+ n0) =1+linx 


e) y= xln(x+D 


لھ 


2 +in(x+1(D) = 


(x+1) 


de (Ins? (nas) 


8) y = l080 3 


dy _ Inx? aE 2x 


سسا کت ا 


dx hlO0 InlO0 x x In10 


اشتقاق الدالة اللوغاريتمية يجب أن يوضع أولا بصيغة اللوغاريتم الطبيعي 
The common logarithm (log) to be expressed in terms of a natural‏ 
logarithm (In) before it could be differentiated.‏ 


وتطبق هذه الصسيغة لأي أساس للدالة اللوغاريتمية فيجب أن تحول إلى 
لوغاريتم طبيعي ومن ثم تشتق الدالة. 


10( المشنlت :Highter Derivatiyes lJ‏ 
فستطيع أن نشتق الدالة لأكثر من مرة إذا كانت الدالة قابلة للاشتقاق وتسمى 
المشتفة الأولى والمشتقة الثاني والمشتقة الثالثة وإلى آخره إلى أعلى درجة ممكذة. 


Let y = f(x) be a given function of x with derivative dy/dx = f(%). 
In full, we call this the first derivative of y with respect to x. If f (x) is a 
differentiable function of x, its derivative is a differentiable function of x, 
its derivative is called the second derivative of y with respect to x, If the 
second derivative is a differentiable function of x, its derivative is called 
the third derivative of y, and so on. 


ويمكن أن نرمز إلى المشتقات الأولى والثائية والثالثة وإلى أعلى مرتبة كما 


يلي: 
The first and all higher - order derivatives of y with respect to x are‏ 
generally denoted by one of the following types of notation:‏ 


x dî ’ ب‎ 
ر‎ y 1 ا ر‎ ر٣‎ 
f) , F(0 , f0) , ... f(x) 


والمثال التالي لتوضيح معنى المشتقات من درجات أعلى: 
أوجد المشتقة الأولى والثائية وإلى أعلى درجة للدوال التالية: 
Find the first and second, and higher-order derivatives of:‏ 


3x + 5% - 4× 0‏ - ×2 = ر (ھ 
b) f(%) = x‏ 


O)y=xInx 


لإيجاد المشتقات لدينا: 
3x + 5x - 4x ~n 0‏ - 2 = ر a(‏ 


2 =10x* 127 +157 - 8x 
dx 


2 1 
4 = 40-36 + 30-8 
dx 
dy 
r = 120 72+30 
4 
4 ~ 240-72 
dx 
5 
42 240 
xX 


ونلاحظ هنا بأن المشتقة السادسة وجميع المشتقات من الدرجاث الأعلى 


RESIS SEES س‎ 


b) f(x) = 4x 
f(x) = 4x 
۳)) = 12x? 


(x) = 24x 

f(x) = 24‏ 
وئلاحسظ هنا بأن المشتقة الخامسة وجميع المشتقات من الدرجات الأعلى 
c)Jy= x Inx‏ 


3 
J =a". —+Inx2x 
3 


۹ 1 
”ر‎ = 3)77 +27 + 1n 1)2) + 27 
» 


AE FZ 
Jy =3+2lnx 


ونلاحظ هنا بأننا يمكننا الاستمرار بعملية الاشتقاق إلى درجات عليا. 

5 الجانب التطبيقي للمشتقات؛ التحليل الحدي 
Applications for the Derivatives: Marginal Analysis‏ 

هناك العديد من تطبيقات المشتقات في مجال إدارة الأعمال والاقتصاد 
cations in business and economics‏ iاapp‏ لإعداد أو لبناء ما يسمى النسب 
الحدية عاو a1دأعإaص.‏ 

في هذا المجال كلمة حدية 41”زععه" تستخدم لتعني المشتقة ۷1۷6ع وهو 
نسبة التغير #عم2طء اه عاو والأمثلة التالية توضح عملية ثطبيق المشتقات في هذه 
المجالات. 


الرياضيات وتطبيقاتها فيا العلوم آلإدارية والافتصادية E‏ 


1( الكلفة د :Marginal Cost‏ 
افرض أن أحد المصنعين لأحد المواد وجد أنه لغرض صنع × من الوحدات 
في الأسبو ع» الكلفة الكلية في عدد الدو لارات ولام م¡ cost‏ امtot‏ مطt‏ تتمثل بدالة 
الكلفة التالية (× 0.4 + 400 = ). وإذا كان عدد الوحدات المنتجة في الأسبوع هو 
0 فإن الكلفة كما يلي (2000 = ”(200) × 0.4 + 400 = )٣‏ ومعدل إنثاج الوحدة 


2000 
دولار.‎ 200 10 gھ‎ average cost puritan ةدحl لو‎ 


والآن افرض أن المصنع قرر تغيير خطة الإنتاج من 200 إلى (×200+4) 
وحسدة في الأسبوع. حيث أن ×4 هو التغير في زيادة الإنتاج لعدد الوحدات. إذن 
الكلفة سوف تكون: 

C + AC = 400 + 0.04 (200 + Ax) 
= 400 + 0.04 [40000 + 400 Ax + (Ax)*] 
= 2000 + 16 Ax + 0.04 (Ax) 
ولذلك فالكلفة الإضافية (ادهء ٤×ع) لإنتاج الوحدات الإضافية هي:‎ 
AC = (C+ AC)-C 
AC = 2000 + 16 Ax + 0.04 (Ax) — 2000 
AC = 16 Ax + 0.04 (AX) 
ولهذا فمعدل الكلفة لكل وحدة إضافية تم إنتاجها هو:‎ 
The average cost per item of the extra items is therefore: 


0.04A4x‏ +16 و 
Ax‏ 


وعلى سبيل المثال افرض أن الإنتاج قد ازداد من 200 إلى 240 (۸×=40) 
لكل أسبوع فإن معدل الكلفة لل40 وحدة الإضافية Average cost for the‏ 
addition 40 items‏ سوف تساويي: $17.6 = (40) 0.04 + 16 لکل أسبوع. 


أا إذا كانت الزيادة من 200 إلى 210 (4×«=10) فإن معدل الكلفة إلى 10 
وحدات الإضافية سوف يكون (16.4) لكل أسبوع. 

وعليه فإن الكلفة الحدية مء لمعه" هي معدل كلفة الوحدة الإضافية 
عندما يكون هناك تغيير ليل جداً بزيادة عدد الوحدات المنتجة. 


‘The average cost per extra item when a very small change is made 
in the amount produced. 


وفي المثال السابق فإن الكلفة الحدية كما يلي: 
AE‏ 
Marginal Cost = lim —— = lim (16 +0.04Ax) = 16‏ 
اادسجة A¬0 AX‏ 


وفي حالة دالة الإنتاج العامة (×)° «oناعfu genera cost‏ تمثل كلفة إنتاج 
× من الوحدات المحددةء فإن الكلفة الحدية هي: 


Marginal Cost = lim A = lim CEFAVTE) 
An AX 4-0 Axr 


ويتضسح بذلك أن الكلفة الحدية تمثل المشتقة لدالة الكلفة derivaiye of he‏ 
cost function‏ بانسب إلى الکمیاتث lلiaڌچa with respect to the amount‏ 
«produced‏ آي آن: 


Marginal Cost = dc 
dx 


وهنا فإن الكلفة الحدية تقيس نسبة زيادة الكلفة بالنسبة للزيادة في كميات 


الإنتاج. 
The marginal cost measures the rate at which the cost is increasing‏ 
with respect to increases in the amount produced,‏ 


:Total cost function افرض أن ألدالة 'الثالية تمثل دالة !للف‎ 
C(x) = 0.001 x? — 0.3 x + 40 x + 800 


1. 


ات شا 


ياضيات وتطبيقاتها هي العلوح الدارية والافتصادية 


حدد الكلفة الحدية اوم اماعءهص كدالة إلى المتغير ×. قدر عا) ]5۷ الدالة 
الحدية عندما يكون الإنتاإج x= 150 ¢ x = 100 ¢ x = 50 production‏ 


في هذا المثال المطلوب إيجاد مشتفة الدالة ((»)©). 
والدالة السابقة للإنتاج تتكون من عدة أنواع من قوى المتغير × وعند 
الاشتقاق نجد ما يلي: 
C(x) = 0.003 x — 0.6 x + 40‏ 
الدالسة الأخيرة تمتل الكلفة الحديةء ولهذا سوف تعطي معدل كلفة زيادة 
الإنتاج كمية قليلة على الكمية المنتجة وكما يلي: 
عندما 50 = × فإن الكلفة الحدية سوف تكون: 
C'(«) = 0.003 x? - 0.6 x + 40‏ 
C(50) = (0.003) (50) - (0.6) (50) + 40‏ 
65 = 40 + 7.5-30 = 
وعندما تكون 100 = × فإن الكلفة الحدية سوف تكون: 
C'(100) = (0.003) (100) - (0.6) (100) + 40‏ 
10 = 40 + 60 - 30 = 
أما عندما تكون 150 = × فإن الكلفة الحدية سوف تكون: 
C'(150) = (0.003) (150) — (0.6) (150) + 40‏ 
17.5 = 40 + 90- 67.5 = 


واضح من المثال أن الكلفة الحدية قد انخفضت عندما ازداد الإنتاج من 50 
إلسى 100 وحدة ويعدها ازداد مرة ثانية عندما ازداد الإنتاج من 100 إلى 150. 
ويمكن توضسيح هذه النتائج في الشكل رقم (3) التالي. وهذا السلوك إلى الكلفة 
الحدية هو سلوك طبيعي حيث الإنتاج 100 هو الأمثل. 

والتفسير الاقتصادي يوضح احتمال إنتاج 100 وحدة هو الإنتاج الأمثل 
لاسستخدام المكسائن والمواد والوقت وأقل من ذلك يعني أننا لم نستخدم المواد 


TEKE, UE SNORE aan -" 


والمكائن والوقت استخدام أمتل وكذلك عندما تزيد الكمية عن 100 فإن المكائن 
والمواد الإصافية والوقت يحتاج إلى زيادة إضافية لا يمكن أن تستوعب من قبل 
المكائن مرة واحدة فنحتاج إلى تكرار العملية لإنتاج الوحدات الإضافية ولذلك تزداد 
الكلفة. 

C(0 


(50.17.5) 


a 50.175) 
0 | © 000) 
10 - ! 1 

ا 


الشكل رقم (3) 
تفسير الكلفة الحدية للمثال رقم (15) 


وعلى ضوء نتائج الكلفة الحدية يكون من المهم أن نقارن بين سلوك الكلفة 
الحدية اوه لومزعءهم مع معادلة أو نموذج الكلفة الخطي البسيط معدا عام دنو 
امd‏ اودc.‏ في حالة الخطي البسيط (ط + ×" = (») ۳) كلا من (ه , ط) ثوابت 
والكلفة الحدية ” = ١)»(‏ حيث "ص ثابت لكل قيم ×. هذه الكلفة ولكل وحدة إضافية 
unit‏ اitiona‏ للإنتاج تكون ثابتةء لا تعتمد أو مستقلة عن مستوى الإنتاج. 

ومن الضروري عدم الخلط بين الكلفة الحدية ايمء أو”اعإه” مع معدل 
الكلفة tئco .AYerage‏ فإذا كان ٥)»(‏ هو دالة الكلفة ناعمس اومء عطا فإن معدل 
كلفة الإنتاج he average cost of producing x items lll ja x‏ هو الكلفة 
الكلية ايء اهاه ٥)‏ مقسوم على عدد الوحدات المنتجة وكما يلى: 


ا ر 


Average cost per Item = E 
Xx 


وهذه الدالة تخثلف بشكل كامل عن الكلفة الحدية والئي هي المشتقة (»)'° 
.erivative‏ الكلفة الحدية تمتل معدل الكلفة لكل وحدة إضافية عم averagê C05‏ 
di tiona unit‏ للزيادة القليلة في الإنتاج والفرق بين الحالتين كما في المثال 
التالي: 


لدالة الكلفة ممناءصس؟ اودء الثالية: 


C(x) = 10000 + 20 x + 0,2 x 
الدالة الحدية ود اد”iعءةص لهذه الدالة هي:‎ 
C(x) = 20 + 0.4 x 
فھو كما‎ he average cost of producing x items جlٿij أ معدل كلفة‎ 


يلي: 


0 _ 6 ے 
* 


CO) +20 +0.4 
2 


وهاثان الدالتان تختلفان اختلافاً كبيرآً وجوهرياً فيما بينما. 


2) الرزيح والعائد الحدي :Marginal Revenue and profit‏ 
لآن نوجد اشتقاق العو ائد لع 1۷عل وعuط‏ ٥۷ء‏ من مبيعات منتجات حقل ماهو 
of a firm's products‏ أو خسدمات معينة. إذا كان ۸R)×(‏ يمل العائد بالدولار فإن 
الناتج من مبيعات × من الوحدات» ويعرف العائد الحدي عuرع۷مإ‏ اa«ذعإةص‏ يمثل 

مشتقة العائدء (»)۸ » وكما يلي: 


._ AR 
Marginal Revenue = R'(x) = HB 


افرض أن عدد الوحدات المباعة قد ازدادت من × إلى ×4+»ء وتتبعها زيادة 


قي العائد corresponding increment in revenue‏ وتکون کما پلي؛ 


AR = New Revenue — Old Revenue 
AR = R(x + AK) — R(K) 

معسدل الزيادة في العائد لكل وحدة مباعة إضافية ۸۷٤۲۵8 |001 ٥46 1١‏ 

revenue per additional item sod‏ نحصىل عليه مسن قسہمة ۸۸ علی عدد 

الوحدات الإضافية أي يكون کک وتحديد قيمة الغاية ماه تامزا لهذا المعدل 
كلما 4×40 وهذا هو العائد الحدي .marginal revenue‏ 

والعائد الحدي يمثل الدخل الإضافي إلى الحقل لكل وحدة إضافية مباعةء أي 

يكون هو النسبة ج ازيادة العائد بالنسبة إلى الزيادة في حجم المبيعات مكهع۲١1‏ 


«in the volume of sales 


افرض أن الدالة الثالية تمثل دالة لئد :revenue function‏ 
R(x) = 20x - 0.02 x‏ 
عندما يكون × عدد الوحدات المباعةء حدد العائد الحدي. ثم قدر العائد 
الحدي عندما يكون 200 = ×. 
في البداية نحتاج لإيجاد وتقدير (»)۸ كالآتي: 
R(x) = 20 - 0.04 x‏ 
وهذا هو العائد الحدي عندما تكون × من الوحدات المباعة. رعندما 200 = × 
فإن العائد الحدي هو: 
R'(200) = 20 ~ 0.04 (200) = 12‏ 
ويعني ذلك عندما تباع 200 وحدة فإن أي زيادة قليلة في المبيعات يضيف 
زيادة على العائد بمقدار 512 لكل وحدة. 
ويمكن أن يعرف العائد أيضاً كالآتي ۲× = ()۸ 


E 1 1 
1 = ESIREN 
ا‎ 


عندما ۴ هو سعر الوحدة المباعة و × عدد الوحدات المباعةء وفي حالات 
عديدة يتم استخدام المتغيرات للعلاقة بين × و ۶ على أنها تمل دالة الطلب 
demand equation‏ 


أوجد العائد الحدي» عندما يكون 300 = × إذا كانت دالة الطلب كما في 


المعادلة التالية: 
Find the marginal revenue, when x = 200, if the demand equation a‏ 


x = 1000 — 100 p 
.× = حيث أن السعر = م وحدد الوحدات المباعة‎ 


أولاً يجب أن نضع المعادلة بصيغة ص السعر هو دالة إلى المتغير × عدد 
الوحدات المباعة أو المطلوبة كالآتي 
p = 1000 x‏ 100 
بالقسمة على 100 تكون المعادلة: 
P=10-0.0Ix‏ 
وتمتل معادلة الطلب» أما دالة العائد فهي كما يلي: 
Then the revenue function is given by:‏ 
R(x) = xp‏ 
R(x) = xp = x (10 —0.01x)‏ 
R(x) = 10 x-0.01x‏ 


الآن نسستطيع إيجاد العائد الحدي من الدالة للعائد وذلك بإيجاد المشتقة للدالة 


)۸ کالآتي: 
R() = 10 - 0.02 x‏ 


أما العائد الحدي عندما يكون حجم الطلب أو المبيعات تساوي 300 = × فإن 
العائد الحدي سوف يکون 4 وكما يلي: 
R(G00) = 10 - (0.02) (300) = 10-6 = 4‏ 


:Marginal Profit الرپج اٹکدي‎ (3 


الربح في الأعمال التجارية هو الفرق بين العائد والكلفة 
The profit in business is the difference between its rcyvenue and its‏ 
COSLS.‏ 


إذا كانت دالة العائد (»)۸ عندما × تمثل عدد الوحدات المباعة. وإذا كانت 
٥)×(‏ هي دالة الكلفة عندما × هو عدد الوحدات المنتجة. فإن الربح ا۴هم» (×)ء 
لإنتاج وبيع × من الوحدات يمكن إيجاده بالصيغة التالية: 
P(x) = R(X) C(x)‏ 
والمشنقة لهذه الصيغة (»)۴ تدعى الربح الحدي اا#هام لاه" والتي 
تمتل الربح الإضافي لكل وحدة إذا تم تغيير الإنتاج بمقدار قليل. 


lt represents the additionat profit per item if the production changes 
by a small increment. 


افرض أن معادلة الطلب لبضاعة معينة كما يلي: 
The demand equation for a certain item is:‏ 


P+0.2x=100 , P = 100 -0.2x 


:and the cost function i ودالة الکلفة كما يفي‎ 
C(x) = 4000 + 30x 


احسب الريح الحدي عندما يكون هناك 100 وحدة قد أنتجت وبيعت وكذلك 
0 وحدة أنتجث وبيعت. 


Compute the marginal profit when 100 units are produced and sold 
and when 200 units are produced and sold. 


:The revenue function is given by أعطيت دالة العائد كما يلي‎ 
R(X) = xp = x (100 -0.2 x) 
= 100 x -0.2 


ولذلك الربح من إنتاج وبيع × من الوحدات هو: 
Therefore the profit from producing and selling x items is:‏ 


P(x) = R(X) - C(x) 
= (100x - 0.2x) - (4000 + 30x) 
= 70x ~ 0.2 - 4000 


و لإيجساد الربح الحدي امعم لةمنعءه" نحتاج لحساب المشتقة لدالة الربح 
P(x)‏ وكما يلي: 
P(x) = 70 —0.4x‏ 


ولهذا عندما يكون 100 = × قإن الربح الحدي هو: 
P'(100) = 70 - (0.4) (100) = 30‏ 
وهذا يعني عندمأ يتم إنتاج وييع 0 وحدة فان الربح الحدي» وهو الربح 
الإضافي ”عاذ 1م oتانd‏ ل extra profit per‏ عندما يزداد الإنتاج بكمية قليل» يكون 
0 لكل وحدة إضافية تننج وتباع. 
أما عندما يكون الإنتاج 200 = × يكون الربح الحدي كما يلي: 
P'(200) = 70 - 0.4 (200) = -10‏ 
ولذلك عندما يكون الإنتاج 200 وحدة فالزيادة القليلة في الإنتاج ينتج خسارة 
sma increase in production results in a loss‏ يث أن الربح سالب 4 ,و اaطا‏ 


.negative profit‏ 910 خسارة لكل وحدة إضافية منتجة. 


:)6-1( أوجد المشتقات للدوال التالية بالنسبة للمتغير المستقل للأسئلة‎ 
Find the derivatives of the following functions with respect to the 
independent variables involved: 


f(x) = 2x — 5 2) g)( = 12 

3) fC) = xî 3x + 10 4) 0= 
= 

5) )ع‎ u( = 6) f(x) = 1/x 


1 


Hf 


أوجد ميل المماس لرسم الدوال التالية في النقطة المحددة ثم حدد المعادلة إلى 
الخط المماس للأسئلة (9-7): 

Find the siope of the tangent to the graphs of the following functions 
at the indicated points. Determine the equation of the tangent Jine in 


each case: 

7y =4 -5 al  x=3 

8y = x + 2x +4 a  x=3 

9 f0) = at Xx=3 
x+1 


أوجد المشتقات للذوال التالية للأسئلة (21-10): 
Differentiate the following expressions:‏ 


10y = 5 - 2x +× 1Dy =+ 
Xx 


3 1 


12) y = 2x + 2x 13( ر‎ = 22 +4 


u 


2 1 1 
14)y = (x - 10) (2x - 3) 15( س ل( + ول = ر‎ 
8 Va 


5 2 
16) ¥ = 17) f(x) = 4x — 7x + 3x3 - 10 
x ~3 +1 : 2 
18( f) = 19) f(x) = (8x) + (8+) 3 
. x» 6 2-3 +1 
20) (=+ ا‎ 
) F(2») ES 5 I 


:)24-22( حدد معادلة المماس لرسم الدوال التالية في النقاط المحددة لاأسئلة‎ 
Determine the equation of the tangent line to the graph of the 
following functions at the indicated points: 


22) f) = x - 3x +4 af (1,2) 
23) f(%) = atx = -2 
5 
4 1 
2O sx = — atx =1 
2 


:)27-25( أوجد الكلفة الحدية لندوال التالية لاشنئلة‎ 
Find the marginal cost for the following cost functions: 
25) C(x) = 80 + (n2) x 
26) C(x) = 0.001x? - 0.06x? + 30x + 1000 
27) C(%) = 1000 + 10x 
:)29-28( أوجد العائد الحدي للدوال التالية للأسئلة‎ 
Find the marginal revenue for the following revenue functions: 
28) R(x) = 10x ~ 0.02x%* 
29) R(X) = 0.2x — 107 x? - 10 x2 


30) If the demand equation is x + 4p = 200. find the marginal revenue, 
Rx) 

31) If the demand equation is + + p =100, find the marginal revenue. 

32) H in exercise (26) the cost function is C(x) = 200 + 10x , find the 
marginal profit. 


33) H, in exercise (27) the cost function is C(x} = 150 + x, Find the 
marginal profit. 


:)37-34( أستخدم قاعدة الضرب لإيجاد المشتقات للدوال التالية للأسئلة‎ 
Using the product rule, find the derivatives of the following functions 
with respect to the variable involved: 


34) f(x) = (%F + 1) (x + 3) 
35) y = )x- 10x + 1( (4x + 10( 


36) F(R) = (Û + 1) (Ê - 1 
1 


3D g0 = (+L) e 
Xx f 


اسستخدم قاغعدة القسمة لإيجاد المشتقات للدوال التالي حسب المتغير المستقل 
للأسئلة (43-38): 


Use the quotient vale to find the derivatives of the following 
functions with respect to the independent variable involved: 


38) y 39) ر‎ 
x2 
10x 1 
40) g)( = (ب)‎ = 
) g۸) EET 41) f)+( ET 
1 (7 +1(2x + 4) 
42) = . 43 ES 
ر‎ O 
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أوجد المشتقة للدوال التالية بالنسبة للمتغير المستقل لاأسئلة (49-44): 


Find the derivatives of the following functions with respect to the 
independent variable involved: 


44) y= 3x +4° 45) ر‎ = 2 +12 
46) F(x) = 10-2 47 (= لپ‎ 
Û 
48) y = 4 ر‎ 49) f(%) = (x + 2)^ (2x + 2) 
x 


:)57-50( أوجد المشتفة 2 للأسئلة‎ 
xX 
Find dy/dx in the following functions: 


50y =e* 51) y=e" 
2 xe 53( ل‎ = x In (x? + 1( 
54) y = e“ In x 55 در‎ 

Inx x +1 
56( س در‎ 57 y= 

e x+1 


:)69-58( أوجد المشثقاتللدوال التالية ئة‎ 
Find the indicated derivatives of the following functions with respect 
to the independent variable inverted: 


2 
58) Find 2y y = 4x + 6x + 5x2 + 10 
a 


59) Find f(D if f(t) = (Ê + 2) 

60) Find f(x) f(x) = (x + 1) (3x ~3) 
2ر‎ 

x +1 


61) Find y' if y= 


62) Find f(b if f) = Û 
t+1 


3 
63) Find LZ j yv 
dr 


64) Find y if y = xln x 

65) Find y™ if y = xe“ 

66) Find y" if y = 1n [(x+1) (x+2)] 
67) Find y" ify = x + e%* 

68) Find y“ify = (x + 1) e7 


إ+ 7 


م 


69) Find y’ if y= 
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أسثلة الفصل الثامن ‏ | 


التكامل وتطبيقاته 
Integration and its applications‏ 


,8-1 inدaة Introduction‏ 
٠‏ سنعرض في هذا الفصل دراسة المفهوم الرياضي المهم لكثير من التطبيقات 
ومسنها الإدارية والهندسية ألا وهو التكامل ١٥ا۲۵‏ ع٥۲:]!‏ عن طريق إعطاء تعريقاً 
واضحاً للتكامل غير المحدد لدالة r41ععاہ! Definition of nefe‏ ونشرح كیفية 
إيجاد التكامل غير المحدد للدرال اعرذ How to integrate some known‏ 
ءا وعسن الطسرق المختلفة لإيجاد بعض من قيم التكامل غير المحدد منها 
التكامل بطريقة التغيير أو التحويل ءعاطهاءv‏ ۴ه kransforn ation‏ والتكامل بطلريقة 
التجزئة كاعوم رط «منادإععام: والتكامل بالتفريق إلى كسور بسيطة فااورم عا 
fractions‏ عinوu.‏ وكذلك سيتم التعرف على التكافل المحدد Defioite integral‏ 
وسيتضمن الفصل على العديد من الأمثلة كءام«ة×ء ويحتوي الفصل في نهايته 

على العديد من الأسئلة sموزهإع×ع.‏ 
وبالتالسي فسإن هذا الفصل سيتضمن عدة مباحث منها المبحث 8-2 مفهوم 
الثكامل غير المحدد "he concept of indefinite integra!‏ والمبحث 8-3 التکامل 
لسدوال معروفة - قسواعد التکامل ٥نا۹ععاہ‏ اه sعاRu‏ والمبحث 8-4 طرق 
التكامل ءل0طاMe‏ «atioع1nte.‏ أما المبحث الأخير 8-5 التطبيقات الاقتصادية 


«Economics application for integrals Jalil 


|82 مغهو م التكامل غير |kجأ ‘The concept of indefinite integral‏ 
لاحظنا مما سبق ماذا نعني بالتفاضل ۸٠نادنامء‏ إل والتي تمثل عملية 
إيجاد المشنقة م۷تاد۷أإمف. والآن سنقوم بالتعرف على العملية المعاكسة لها والئي 
تسم بالتكامل «٥1ا4عهام1‏ والتي تمثل إيجاد قيمة التکامل ۵1إعها»: بتعبير آخر 


نقول بان أي عمايتين تقوم كل منهما بإلغاء الأخرى تسمى العماية المعاكسة واذلك 


أا الرياضصيات وتطبيقاتها في اللوم اإدارية رالاقتصادية 5 


O TT Ty‏ ويرمز للتكامل عادة بالرمز ا 
ونکستب »ل (۴)۸ والذي يدعي بالتكامل غير المحدد أوإعءاہا la «indefinite‏ 


1 
[F(Nas‏ فيمثل التكامل المحدد اوإععا": عاندا]هل وسنقوم الآن بتوضيح معنى 


«u 


التكامل كالآتي: 
إذا كانت الدالة (×) هي مشتقة الدالة (×)ع في مجال معين وبالسبة للمتغير 
× والڏذي يعني : 


g8) = f)( 
فإندا نسمي الدالة (»)ع تكاملا للدالة (×)؟ في المجال المفروض.‎ 
If f(x) is the derivative of the function g(x) for some domain with 
respect to the variable x.i.e, g(x) = f(x). Then, we said that g(x) is the 
integration of the function f(K) for the same domain. 
وبالتالي فإن البحث في تكامل الدالة )۴ يعني البحث عن دالة جديدةء ولتكن‎ 
()ي بحيث أن مشتقتها ۷#ناة۷نعل ءا هي الدالة المفروضة («). ونسمي الدالة‎ 
(»)ع بالدالة الأصلية للدالة (»)۴ أو يطلق عليها اسم تكامل اوإعما١: للدالة (م)؟.‎ 


for example: 2 + 3x +17 =2x +3‏ 
Then, the function x + 3x + 1 is the integral for the function 2x + 3‏ 
ويما أن مشتقة العدد الثابثت يساوي صفر فإئنا من تعريف تكامل الدالة 
نستنتج أن هذا التكامل معين بغض النظر عن قيمة العدد الثابث. ففي المثال أعلاه 
نلاحظ أن الدرال: 
x + 3x < 10‏ 


x + 3x5 


+3 + ج 
4 


.2x+3 
فإن كل تلك‎ ٠)»( ولهذا إذا كانت الدالة (×)ع هي واحدة من تكاملات الدالة‎ 
التكاملات يمكن التعبير عنها بالشكل » + (×)ع حيث أن ى ثابت كيفي ويسمى بثابت‎ 
الستكامل. وإذا أردنا اختسيار دالة أصلية واحدة فقط فإننا نعطي للثابت » القيمة‎ 

المناسبة. 
ولنفرض الآن أننا نريد تعيين قيمة ٠‏ التي من أجلها تكون قيمة التكامل 
للدالة 3 - ×2 مساوية إلى 7 عندما 2= ×. 
Find the value for the constant c such that the integration of the‏ 
function 2x — 3 equals 7 if x equals 2.‏ 
لأجل إيجاد قيمة الثابت لدينا: 
تكامسل الدالة 3 - ×2 هو ٠‏ + ×3 + 2 وكما رأينا سابقاً. وبالتالي فإن قيمة 
ذلك التكامل عندما 2 = × مساوياً إلى 7 يعني أن: 
e =7‏ +)2 3+ ")2 


أي أن: 
4+6+c=7‏ 


IO+ce=7 
c=7-1]0 =3 
وبالتالي فإن التكامل الوحيد للدالة 3 - ×2 والذي قيمته 7 عندما 2 = × هو‎ 
عندما 3- = ع. ولأجل توضيح العلاقة بين التكامل والتفاضل لدينا:‎ 
Relationship between integration and differentiation: 
بالر جوع لتعريف المشتفة عامل فإن:‎ 
d 
(x)= 


والتي يمكن كتابتها بالشكل التالي: 


dy =f (x) dx 
والتي تعرف باسم تفاضل الدالة ر ونرمز له بالرمز رل. وذلك يعني أن‎ 
تفاضل أي دالة يساوي مشتقتها في تفاضل المتغير المستقل ×. أي أن عملية إيجاد‎ 
تكامسل الدالسة (×)] تعني الانتقال من هذه الدالةء والتي تمثل مشتقة لدالة أصلية‎ 
أخرىء» إلى الدالة الأصلية لها ر. أي العودة من التفاضل رل إلى « والذي يعني‎ 

إلغاء عملية التفاضل. 
ولذلك فإئنا نرمز لتكامل الدالة (»)؟ بالرمز جل اء 


,أ 3 التكامل لدوال معروفة - قواعد الٹكامJ :Rules for integration‏ 
بالاستفادة من قواعد الاشتقاق والتي تم ذكرها في الفصل السابق يمكنا أن 
نجد قيمة تكاملات مجموعة من الدوال وبشكل مباشر ودون اللجوء إلى أي وسيلة 
رياضسية. والتالي تمثل قائمة بتكامل دوال معروفة حيث آن 1 هو عدد حقيقي وأن 
ره ويه عددان ثابتان حقيقيان. أما > فهو ثابت التكامل. 
The following are some useful rules for integration, where n is a‏ 


Real number, a ard a2 are real constants. and c is the constant of the 
integration method. 


2 ا ا ےک 
+e , n#*—=1‏ =[ )1 
1 
ja = nll +c‏ )2 


3) ja (dx = a, ا‎ fax 
4) fla) + af; (lex = a, [f (0ax + a, f(a 


۴ م‎ Ek +1 
9 olf (Dar = {fedl +e 


Fe 
6( e nlf (| +e 


3 fea =e' +e 


6) fe“F Coad = e" +c 


وبالاستعانة بالقواعد أعلاه يمكن إجراء التكاملات التي ستعرض في الأمثلة 
التالية: 


أوجد التكامل للدوال التالية: 


Find the integral for the folowing: 


A i= xtc 

b) [rar = Ls? +e 
dy = 3 +e 

e) fae = +e 
= 75 


d) [rax =3 [ar = a +E = û +e 


س اداه 


1 2 
e) rae = [eds = +e =x +e 


3/2 
1 2 0 - 
Û fat = [xax =e >+ 
1 


2 1 
8) feas= [ a = +e = 2 +e= 2x +e 


2 2 _ 
h) oar=2ftr= OE ress? +e sre 


i) [3x Dax = [xae- fax =3 fra a: = 32 -x+e 


الحدين الموجودين فإن ذلك سيسهل شكل وطريقة إيجاد التكامل كالآتي: 


j} e + ا‎ E E 


دی يم 


x ۴ ا‎ 
3 f ب‎ 3/3 + 1n] +e 
3 
= 2 ر‎ 4 nlx) +e 
h) le -3 = |e de +3 [xd 
3 
= e + +e 


= e + +e 


أوجد تكامل ما يلي: 
Find the integral for the following:‏ 


a) fx(x+Ddx 


يلاحظ هذا آننا نود تكامل حاصل ضرب. ولكن إذا استطعدا أن نضرب 


[xer +1)dx = ا‎ (x? + dx 


=> [x ax 4 [xax 


b) fr +(e? Dax = [e یر + تیر‎ “1d 


= [x ad- |r ax+ |r de- ja 


سسس 


¢) [te 2 4+ ا‎ 
1 ¥ 


وبضرب الحدان الموجودان داخل عملية التكامل والاستعاضة بأن الضرب 
هو الفرق بين مربعين لدينا ما يلي: 


f - r le = j a- far 


= [ra- fra 


d) [e+ 5) dr 
وبعملية فتح التربيع الموجودة على الحد 5+× نحصل على ما يلي:‎ 
[e+ 5 dx = fee +10x + 25) 


= [rax + 10 [xax +25 fax 


25x + e‏ + 52+ ا 


Find the integral for the following: 
) (e? +x +1(2x+ Dax 
يمكن إيجاد هذا التكامل بطريفتين وهما:‎ 


الطريقة الأولسى: سنقوم بضرب الحدين في داخل التكامل ومن ثم إجراء 
التكامل كما تم ملاحظته في الأمثلة السابقة وكما يلي: 


= [ax + ر‎ + 2 + 2 + 
= (2x +37 +3 + dx 
=2 


| dx +3 jax +3 xax + [ax 


2 ا 4 
o3) + o) + o) +x+e‏ = 
EE E‏ 
2 2 
الطريقة الثانسية: وسنقوم هنا بتمييز أن الحدين داخل التكامل أحدهما هو 
مشتقة الحد الآخر وباستخدام القاعدة رقم (5) فإن 1 + × + × = () 
وأن 1+ ×2 = (») ۴ وبالتالي فإن قيمة التكامل تصبح: 


|0? + x+ (2+1) = م‎ +x+1) +e 


CO +x+DO+x+D +e 


1 
2 


1 
x |e‏ + + ر + ج ج ت 


وطبيعي أن تتفق الطريقتان في الناتج والذي يمثل تكامل الدالة. 

ولكن يجب أن نلاحظ هنا أن الحل بالطريقتين كان نتيجة أن الضرب كان 
ممكناً للعمل بالطريقة الأخرى. 

أما إذا كان الضرب غير ممكناً (وهذا ما ستراه في (ط)» (ه)ء و(ل) من هذا 
المثال) فيجب علينا إيجاد التكامل باتباع فكرة الطريقة الثانية والمعتمدة على القاعدة 
رقم (5) وکالآتي: 


1 
b) | + x +1) (2x + 1dr 


4 
GF +x+13 +e 


2 
4 
e) jî +1 ax‏ 
وهنا نلاحظ أن مشتقة 1 + × هي ”×3. وذلك يعني أتنا نحتاج إلى الضرب 
في 3 الحصول على تلك المشتقة. عملية الضرب هذه ستغير قيمة التكامل ما لم 
نقوم بالقسمة على 3 في الوقت ذاته. وذلك يعني ما يلي: 
f +134? @x‏ 


IT TÎ gE FERE ET 


d) fan x) dx 


رفلاحظ هنا أن مشتقة ×[ هي ل وبالتالي فإن قيمة التكامل ستكون: 
2 


1 3 
(ln A) +e 
3 ) 


أوجد تکامل ما يلي: 


Find the integral for the following: 


a 2x+1 
7 + +1 


وهنا نلاحسظ بان المقام 1 + × + ”× وأن مشنقته هي 2+1 والتي تمتل 
البسط. وذلك يعني أن البسط هو مشتقة المقام وباستخدام القاعدة رقم (6) فإن نتيجة 
أو قيمة التكامل هي: 
In |? ++ +e‏ 


2x+1 
( eee 


باستخدام نفس الملاحظة أعلاه فإن قيمة التكامل هي: 


-[ 
س‎ e 
2( +x +1) 


=+ 
xX‏ 
|j‏ )( 
Ree‏ 
وهنا نلاحظ بأن المقام بدون الجذر <×1-3 ومشتقته ×6-. وبذلك يعني علينا 
ضرب البسط في المقدار 6- ليصبح البسط مشتقة المقام وبالتالي علينا أيضاً قسمة 
الحد على المقدار 6- في نفس ألوقت للحصول على ما يلي: 


ا 
+ ?1-377( == 
6 


= 8 1 3+ E 
tegration Methods Jماكتd ,ا84 طرق‎ 
في هذا المبحث سنقوم بعرض بعض من الطرق العامة لإيجاد التكامل‎ 
کالاتي:‎ 


8-4-1 التكامل بطريقة ائتعويض ‘Transformation of variables‏ 
للحصول على تكامل دالة ما ولم نستطع تطبيق أي من قواعد التكامل السابق 
ذكرها فقد يكون بالإمكان حساب التكامل المطلوب عن طريق التعويض أو التغيير 
أو التحويل من المتغير × إلى متغير آخر بحيث تصبح الدالة الجديدة من أشكال 

الدوال التي تنطبق عليها إحدى قواعد التكامل السابقة. 
لو كان لدينا التكامل )۶[ وفنا بكخيين ‏ إلى ٠‏ ماد من حال العااقة 
(×) ۲ = × فإن تفاضل × سيكون »ل ()1 = »ل وبالتالي فإن التكامل الأصلي للدالة 
سیصبح: 
[f Oax = ff (HODYN Dau‏ 
وبعد حساب قيمة التكامل الأخير فإننا نعود إلى المتغير × عن طريق حساب 
قيمة ن بدلالة ×. والمثال التالي سيوضح ذلك: 


أرجد قيمة التكاملات التالية: 
Find the integral for the following:‏ 


a) (2: +3)‘ar 
3 1 ۳ =3 ا‎ 
وبالتالي‎ ê da وان‎ a وباستخدام العلاقة 3 + ×2 = ن فلن‎ 
فإن قيمة التكامل ستصبح:‎ 


[ax +3)" = ju" an 


= [udu 


وأخيراً قوم بالتعويض عن ن بدلالة × ليصبح الناتج: 
+e‏ )2+3 


b) 


xX 
e ar 


وباسستخدام العلاقة 2 - ”×3 = ن فإن جل ×6 = سل وبالتالي فإن قيمة التكامل 


“1 ا‎ 
E — 1 

3x -2) ° xdx = lu .—d 

[Gx )? xdx م[‎ € u 


1 
= ~24? +€ 
6 


کے ی ر 


ب ر 


= L-2) +e 
6 
1 rage 
= N3, ~2 +C 
ا‎ ٤ 


8-4-2 التکامل بطريغة اأتجزڎA :Integration by parts‏ 
لحساب التكامل بطريقة التجزئة علينا الرجوع لمشتقة حاصل ضرب دالتين 
والتي كانت کالآتي: 
lA (ato) = h(e)h' (x4) + COR (x)‏ 
والتي كانت تعني الدالة الأولى في مشتقة الثائية مضافاً إليه الدالة الثانية في 
مشتقة الأولى. 
وبأخذ التكامل للطرفين نحصل على ما يلي: 


| homo ade = f ROH) + f (DH (dr 


وبما أن الطرف الأيسر من هذه العلاقة يمثل (»)دط(») 1٠,‏ فإن ذلك يعني أن 
العلاقة الأخيرة ستصبح كالآئي: 
h(x) (dx‏ أ + (h(x) = fhDCrar‏ 
وذلك يعني أن: 
hM (n(x Dax‏ ا ~ (H(A = h(x)ha(x)‏ ا 
وتطبيق هذه الطريقة سيكون أنه عندما نريد إيجاد قيمة تكامل حاصل ضرب 
دالتين بحيث نستطيع تكامل أحدها ونشتق الأخرى فإننا يمكنذا تطبيق طريقة التكامل 
بالتجزئة لإيجاد قيمة التكامل. وسيتم ملاحظة ذلك من المثال التالي: 


أوجد قيمة التكاملات التالية: 
Find the integral for the following:‏ 


a) [xx + 5dx 


بافتراض أن (۸,)۸ = +× فإن )۸ = »4 وبافتراض أن: 


[Nx + Sax = ODA 


[e +5) dx = [RHODA 

فإن: 
3 3 
N = (%)‏ 


وبالتالي قيمة التكامل الأصلي: 


E 3 
[x+5 = (r+ - Gorra 


2 A 3 
=~ (x +5)? -— (1+57 + 
3 ) 5 (J2 + 


b( jln xax 
بافشراض أن ×«1= )۸ فان جه = ۸)9 وبافققراض أن‎ 
3 
به فلن )ي۸ = × وبالتالي فإن قيمة التكامل:‎ = |) 
[Ina = xÎnx- [kas 
3 


= x#n¬ jar 


=xlnx~x+c 


التكامل وتطبيقاتة ٠‏ 
[re'd‏ ( 
وبافثراض أن × = (×) ,۸ فإن ك = (ں)/ وبافتراض أن 
eax = [Dax‏ فإن (×) ۸ = ١ء‏ وبالتالي فإن قيمة التكامل هي: 
|e'ax‏ "ھا سد [xedr‏ 


= Xe — e +C 


8-4-3 التكامل بالتفریق إلى كسور بسيطۂ :Integration by using fractions‏ 

وهذه الفقرة تتناول تكامل الدوال الكسرية وممناءرا؟ «0ناعهع وهي الدوال 
التي کل منها على شکل کسر ١٥1ء۲1٤‏ بسطه کثیر حدود ومقامه کثیر حدود کذلك. 
ويعتمد بصورة أساسية على كون درجة البسط أقل من درجة المقام ويمكن تحليل 
المقام إلى عوامله ومن ثم إيجاد تكامل الكسور البسيطة التي تكون الكسر المراد 
إيجاد قيمة تكامله. وعندما يكون درجة البسط أكبر أو تساوي درجة المقام فعندئذ 
علينا أولاً بقسمة البسط على المقام» باي من الطرق السابق ذكرهاء للحصول على 
ناتج القسمة مضافاً إليه كسر يكون درجة بسطه أقل من درجة مقامه وبعد ذلك 
نقوم بالتجزئة إلى الكسور البسيطة ومن ثم إيجاد ناتج أو قيمة التكامل. والمثال 
التالي سيوضح ذلك: 


أوجذ قيمة التكاملات التالية: 
Find the integral for the following:‏ 


3 و وا 0 


نلاحظ هنا بأن البسط هو ليس مشتقة المقام لنستطيع استخدام إحدى العلاقات 
السسابق ذكرها لإيجاد التكاملء كما وأئذا لا نستطيع استخدام طريقة التعويض أو 


LAIT YT EEA IESE 
کے کے ا‎ 


طريقة التكامل بالتجزئة. ولكن بما أن الدالة كسرية وأن درجة البسط أقل من درجة 
المقام فإننا سنطبق طريقة التكامل بالتجزئة إلى كسور بسيطة كالآتي: 
أولا علينا تحليل المقام إلى عوامله كالآئي: 
X-2x-3= (x -3) (x + 1)‏ 
وبالتالي فان التكامل سيكون كما يلي: 
dı = | 1 e‏ 1 ج 
x - 2×3 (x~3)( +1)‏ 
1 
بما أن الكسر س يمكن كتابت الشكل: 
وبما أن الكسر GDG+D‏ يمكن كتاہته على الشكل 
A,B _ AX+D+B(-=3) _ (A+ B)x +(4-38)‏ 
x-3 x+} (x-3)(x +1) (x-3)(x +1)‏ 
فإننا نستطيع إيجاد قيمة ۸ و 8 من ساوي الشکلين کالاتي: 
(A+ B)x +(4-38)‏ _ 1 
(x-3(+ 1 (x-3)(+1(‏ 
وذلسك يعني أن 0= 8 + 4 وأن 1 = 38 - 4. ومن حل هاتين المعادلتين 
نحصل علی: 


وكذلك يمكن الحصول على قيمة كل من 4 و 8 باستخدام العلاقة 
1 = (3-») 8 + (1+») 4 والتعويض عن قيمة × بأصفار المقام. أي عندما × 


أ 1 
3= فإن 1= 44 ويعني =4 »اما عندما 1- = × فإن 1= 48 ويعذ 
ی ويي 4 ٤‏ ل ويعني 


وعند التعويض عن لك القيمتين نحصل على التكامل التالي: 


1 
إ ا‎ x 
(x ~3) + 1) 


4 ar + 1 
1 
4 


= dx + jd 
x+1 

lpdt Ira 

4x3 4*x+1 


= lle --iale+ +e 


e-3 


1 le+1| 


¥#E 


1 
4 


x‏ ج 
3- 2~ "¥ 


b) لع‎ hx 
x+3 


ونلاحظ هنا بأن الدالة كسرية وأن درجة البسط أكبر من درجة المقام ولذلك 
علينا إيجاد ناتج القسمة (باستخدام طريقة القسمة الطويلة) لنحصل على: 


2 کپ‎ [+ 2dr er 


7 
= frar+ 2as- e 


= ر‎ +2x-71n|x+3|+ e 
2 


ا 
x+3‏ 


ESIR 


وئلاحظ هذا بأن الدالة كسرية وأن درجة السط أكبر من درجة المقام 
وبالتالي علينا بإجراء القسمة (باستخدام القسمة الطويلة) كالآتي: 


4x -9 "ر‎ - 2% 


وبالتالي فإن قيمة التكامل ستكون: 
8 2 


e = ++ e 


. > r +2 fax ae 


1 


ونلاحظ أن الكسر الأخير هو دالة كسرية درجة بسطها أقل من درجة مقامها 
وبتحليل المقام 4-9 إلى عوامله (3+×2) (3-×2) فإن: 


والكسر الأخير يساوي: 


B___ A2x+3)+ B2 ~3)‏ اھ 
(3+ +3()2- 2( 2+3 2-3 


وأخيرا فان 
!8 
A(x +3) + B(2x - 3) = - 2+ +‏ 
16 
81 
2AN + 3A + 28x —-38 = “A + —‏ 
16 
81 
(2A + 38)x + (3A — 38) = 2x + —‏ 
16 
ويالتالي فان : 
2A + 2B = -2‏ 
2 = 34-38 
SET E‏ 
ا 1 أ 43- 11 
المعادلتين ١‏ ا س 
وبحل اډدلتین لأخيرة 33 A4 3 B‏ 
وذلك يعني آن: 
81„ م 
f 2 aa | ux‏ = 164 : ا 
4x” 9 2x-3 243‏ 
a+ e‏ 1 = 
*2x+3‏ )32)02( 2-3 * )32()2) 
43 11 
[n 21-3 -— [n2 +3 +e‏ — = 
nae npr +4‏ 
وأخیرا فإن: 


1-2 1 19 11 43 
ا ت د و ی‎ e al 
a TET In|2x-3| gj 2+3 +c 


۲ الرياضيات وتطبيقاتها في العلوم الإدارية والافتصادية 


8-4-4 التكامل lأanدgد :Definite Integral‏ 
أًما عن التكامل المحدود فإنه تكامل ولكن لفترة أو لمجال معين ونرمز لهذا 
b‏ 
التكامل بالرمز ×ك(٠)|‏ حيث أن ه و ط قيمتان حقيقيتان. ونعني بذلك التكامل أن 
نجد قيمة التكامل من النقطة ‏ إلى النقطة ا وعن قيمة هذا التكامل فهي التعريض 
عن نائج التكامل عند النقطة طا مطروحاً منه ناتج التكامل عند النقطة د. 
Let HOL = g)(‏ 
h‏ 
Then [f(r = g(b)= g(a)‏ 
ويمكن تجزئة مجال التكامل المحدود كالآتي: 


Let f(x) be a function that can be integrated over the interval [a , b], 
and let c be any point in this interval. i.e. a < c < b. Then: 


1 (dr = roars rena 


والمثال التالي يوضح التكامل المحدود كالاآتي: 


أرجد قيمة الكامل الثالي: 


Find the integral of the following: 


a) 2 ~1) = |r ar- frde+ 2 
3 3 3 3 


2 26 -3( 2 -3(+ )5-3( = 7 


ولإيجاد قيمة هذا التكامل فيشابه طريقة التكامل المحدود مع كون أحد 
أطراف التكامل غير محدودة )١(‏ والحل كما يلي: 


85 التطبيقات الافتصادية للتكامل: 
Economics application for integrals‏ 
للتكامل تطبيقات عديدة منها الفيزيائيةء الرياضية»ء الهندسيةء الإدارية 
والاقتصادية وغيرها. وسنركز في هذا المبحث على التطبيقات الاقتصادية لأهميتها 
ودرجة علاقتها بالنواحي الإدارية والمالية وخصوصاً للطلبة في التخصصات 
المالية والإدارية. وسنذكر بعض من جوانب هذه التطبيقات كالآتي: 
أ) استخراج دالة الثكلفة الكلية «ناءمد؟ وه ٠٠٤١1‏ ودالة الإيراد الكلي ٠۲۵1‏ 


:revenue function 
ببساطة فإن دالة التكلفة الكلية ٢ناءصن؟ ايء 1اه هي تكامل دالة التكلفة‎ 


total revenue function يفkگٹا ما دالة الإیر اد‎ .marginaا‎ cost function الحدية‎ 


RISIRTSRSARTETAA, 


فهي تكامل دالة الإيراد الحدي «مناعمu revenue‏ اnargina.‏ و المثال التالي 
لتوضيح ذلك: 


إا عمست أن دالة التكلفة الحدية هي 1 + ×3 + ×4 = (»)؟ حيث أن × هو 
حجم الإنتاج. أوجد دالة التكاليف الكلية ر: 
Y= [f(a‏ 


= (ax? +3x+ Dax 
3 
= +5 Fx+e 


وبافتق راض أن التكاليف الكلية معلومةء ولتكن 15ء عندما حجم الإنتاج × 
يساوي صفر فلن: 
Y=c=15‏ 
عندئذ تصبح دالة التكاليف الكلية معينة بصورة وحيدة كالآتي: 


15+ + + گر 
2 3 


بپ حسباب فائض. المستهلmك :Consımer surplus‏ 

لنفرض أن دالة الطلب Q‏ من قبل المستهلك هي مط + ه = Q‏ حيث أن م هر 
السعر وأن ۾ و طا هما عددان حقيقيان. 

وبما أن الطلب دالة متناقصة عمنوههإءن في السعر قإن الثابت ط يجب أن 
يكون سالباً #«ناهعه» (0 > 0). وليكن "ص و Q"‏ هما سعر التوازن وكمية الطلب 
التوازني فعندئذ تكون مساحة الشكل المظلل (المثلث إواسعمه؛ءه) في الشكل التالي 
تمتل فائض المستiذك :consumer surplus‏ 


ولحساب فائض المستهلك علينا إيجاد مساحة الشكل المثلثي المظال والتي 
تساوي مسساحة 08۴۵ مطروحاً منه مساحة ۴۵ 0۶. ویلاحظ بان مساحة 


۴٩‏ هي تكامل دالة السعر 2£ م 
أما مساحة المستطیل 0۶۴٩‏ فهو ”#". والمثال التالي يوضح ذلك: 


إذا علمت أن دالة الطلب م 2 - 10 = © وكان سعر التوازن 3 = "۲ أوجد 
فائض المستهلك. 
إذا كانت دالة الطلب م 2 - 10 = © فإن دالة السعر ۶ ستكون P=5-0‏ 
وإن كان سسعر التوازن 3 = "۴ فإن كمية التوازن 4 = ٩‏ وعليه يكون فائضص 
المستهلك هو: 
1 ُ0 
[«s-->qag- P'g'‏ 
2 


4 1 
3(4( ¬ | ا 


0 


ت وتطييقاتها في العلوم الإدارية والافتصادية 


(5(4) 4 ¬ )3()4( 
20-4-12 =4 


ج) حساب فائض المنتج نام :Pr0ducer sur‏ 

لنفرض أن دالة العرض Q‏ من قبل المنتج هي مط + 1 = Q‏ حيث أن م هر 
السعر وأن ۾ و ط هما عددان حقيقيان. 

وبما أن العرض دالة متزايدة ع«اههءءم في السعر فإن الثابت طا يجب أن 
8 يكسون موجسباً ۷#ناوهم (0 < 0). وليكن "م و "© هما سعر وكمية التوازن على 
التوالسي فعندئذ يكون فائض المنتج نامء هلهم هو المساحة المظالة في 
الشكل التالي: 
السعر (۴) 


> 
0ُ ٩“ )@( لعرض‎ 


وبنفس الأسلوب السابق فإن حساب هذه المساحة المظللة هي تكامل دالة 
السعر ص بين 0 و "@ مطروحة من مساحة المستطيل المساوي إلى ”۲"0 والمثال 
التالي اتوضيح ذلك: 


کے ا 


إذا علمست أن دالة العرض م3 + 6- = © وكان سعر التوازن 5 = ٠"‏ أرجد 
فائض المنتج. 

إذا كانت دالة العرض م 3 + 6-= Q‏ فإن دالة السعر ۴ ستكون: 

N 1 

2+2 = ۶. وإن كان عر التوازن 5= ٣‏ فإن كمية الثوازن 9= ٩"‏ 
وعليه يكون فائض المنتج هو : 

ا 
PQ’ - (2+ Qa‏ 

3 
0 


(59) 0 +0 


(59) (29) 0 
ê 


ے 45-18 
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lll find the integral for the following أوجد الستكامل لكل مما تي‎ 


:)10-1 
1) |? +3x- 5dr 2) Gx + 3x 9x + Sas 
3) zx + xd 4) f02 - x + ay 
1 1 2 4 

5) [+a 0 [+ -x+ a 
7 ax? e? + x)dx 8 (r+ Dds 
9) [r+ D(x-Dax 10( {eê ++ ar 

xX 


Laskiwa Find the integral for the following qûl أوجذ التکامل لکل مما‎ 1 
:)24-11( طرق التكامل المختلفة للأئلة‎ 


4xlnx‏ 14 پگ 2ا 
[(2x-1) dx‏ )14 گیا )13 
feds 16 [+ ed‏ )15 


17 rg 18) 2x1 + x dx 


19) | +2x ~3) (x + Dax 20( Br +1 dx 


ا د ر22 


20 ferar ا ر24‎ 
AR 


أوجسد قيمة التكامل المحدود لكل مما بيذي Find the definite integral for the‏ 
folowing‏ للأسئلة (30-25): 


1 5 
25) [î +5 3ad 26) (e — fx + 10)dx 
ا‎ 1 
ت أ‎ 
27) jede 28 | 2 
il fx 
1 ب‎ 
29) B41 a 30 س‎ 
“1 


حل التمارين التالية ماه ااه؟ ء1 01۷e‏ للأسئلة (33-31): 


31) Find the total cost function Y given that the marginal cost function 
dy . 


and the fixed cost 1s 20. 


32) Find the total revenue function Y if the marginal revenue function is: 


2x5‏ ت 


dx 


33) If the demand function for the consumer is Q = 7P - 9 and the supply 
function for the producer is Q = 2p + 30 


Where Q is the demand and the supply quantity and p is the price. 
Find the consumer surplus and the producer surplus. 
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فاكس 3337800 ص ب 1526 دبي ومن كافة فروعها 2 الإمارات :فرع 
نايف» فرع الراشدية » فرع القصيص, فرع السطوة ؛ فرع الشارقة ؛ فرع أم 
فرع شارع الشيخ زايد » فرع الصفية › فرع مركز بن سوقات» فرع 
الفجيرة فرع راس الخيمة. 
ر ان- العليا - طريق الملك فهد مع تقاطع العروبة 
هاتف 4654424 ومن كافة فروعها 4 المملكة 
الرياض ؛ مكتبة جرير »شارغ العليا ٠‏ تلفون 4626000 - فاكس 
0 ص. ب 3196 الرياض 11471 ومن كافة فروعها ي المملكة 
الرياض؛ الدار الصولتية للتريية- هاتف 4930989 - 4968016 
فاكس 4967536 1 
جدة ؛ مكتبة كنوزالمعرفة ‏ جدة - الشرقية - شارع الستين هاتف b) a<O0‏ 
6514222 - 6510421 - فاكس 6570628 
دار حافظ للنشر والتوزيع »حي الجامعة - أمام كلية الهندسة - 
هاتف 6802884 6892860 - ص.ب 2973 جدة 21461 
الدار الصولتية للتربية: هاتف 6177877 - 6177944 قاكس 
6172364 
مكتبة طلاب العرفة - هاتف 93575535 فاكس 791234 
دار غراس للثشر والتوزيع - الشويخ - شارع الصحافة - 
هاتف 4819037 - فاكس 4838495 
شركة الظلال للنشر والتوزيع - بغداد » الاعظمية » شارع عمر بن 
عبد العزيز ؛ هاتف 4250434 - 4226243 ۽ ج | 
١‏ ليييا-دارالرواد -ذاتالعماد-برج4 هاتف 4 
2 بنغازي - ليبيا ؛ مكتبة البحتري -ش.الحجاز- متفر ( ط-عم4, 22) 
من شارع الفاتح- هاتف 2236629 - 2236628 - فاكس : 2236630 4a‏ 
بتغازي- لیبیا. 
الدارالجامعية للكتاب - هاتف 050603753- 
فاکس: 024872766 a) a>0‏ 
أمين للتسويق الدولي للكتاب العلمي والجامعي - تلفاكس 
5 ص.ب 75 حسين داي 16040 الجزائر 
أجيال لخدمات التسويق والنشر : 15 الف شارع السودان - برج 
الضبع - عمارة الكت كات - تلفون 3108874 
دار طيبة للنشر والتوزيع - 26 ش صقلية من مكرم عبيد - 
مدينة نصر - هاتف 2711101 - ص.ب 7625 رمز بريدي 11762 مدينة نصر. 


ومن كافة دور النتشر والمكتبات 2 الوطن العربي 


f(x) 


1503839 
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